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TEOREMI DI COMPLETEZZA IN SPAZI HILBEBTIANI

CONNESSI CON L’EQUAZIONE DI LAPLACE
IN DUE VARIABILI

Memoria (*) di MARIA PIA COLAUTTI (a Trieste)

INTRODUZIONE

Nello studio dei problemi al contorno per le equazioni alle
derivate parziali, si fa sovente uso di opportuni spazi funzionali
nei quali si ricerca l’incognita. Per quanto riguarda il problema
di Dirichlet per la classica equazione di Laplace, le varie possi-
bilità di connettere allo studio di esso particolari spazi hilber-
tiani di funzioni, sono state indicate dal Prof. G. Cimmino nella
conferenza da Lui tenuta al Convegno sulle Equazioni alle Deri-
vate Parziali di Trieste (**). Sif’iatta connessione si rende indi-

spensabile nei procedimenti di tipo hilbertiano del calcolo della
soluzione, volendo ben precisare in che senso debba intendersi
che una certa combinazione approssimante converge verso la

soluzione del problema. 
-

Supponiamo che A sia un campo (insieme aperto) piano,
limitato, avente frontiera composta da curve semplici e chiuse
composte- di archi regolari, e sia p(s) una funzione reale dell’arco 8,
continua sulla frontiera C di A. Si voglia calcolare la funzione it,
armonica in A, che su C coincide con la 9’, approssimando la u
mediante una successione di funzioni armoniche, unifor-

(*) Pervenuta in redazione il 13 gennaio 1961. ,

(**) Cfr. [5J pag. 76. I numeri fra parentesi quadra .si riferiscono
alla Bibliografia alla fine del presente lavoro.
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memente convergent. Fissato un particolare sistema di funzioni

armoniche {wk}, si cercherà di costruire la um al modo seguente:
m

i essendo le cx’"~ costanti calcolabili mediante la lf.
h=o

Quale sistema spontaneo scegliere quello costituito da

tutti i polinomi armonici omogenei dei vari gradi se C è un con-
tinuo, oppure, nel caso generale, quello costituito da siffatti

polinomi e da opportune funzioni armoniche razionali e logarit-
iiiiche, come verrà indicato nel seguito.

Le costanti ck(m) possono calcolarsi con diversi procedimenti.
~i può, ad esempio, pervenire alla determinazione di esse, impo-
nendo la condizione,:

Si ottiene allora una successione {um} la quale converge unifor-
memente in ogni componente chiuso di ~l, come può facilmente
dimostrarsi. Il limite della u,. è la soluzione del problema se il

o completo nello spazio di Hilbert 60 costituito
dalle funzioni reali dell’arco s, di quadrato sommabile su C,
con la seguente definizione di prodotto scalare:

Se la p e funzione di s assolutamente continua e la sua deri-
vata rispetto di quadrato sommabile su C, le possono
anche venir calcolate imponendo la condizione:

In tal caso occorre dimostrare la completezza del sistema

~~~x~ nello spazio éi delle funzioni quali la q, reso hilbertiano
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col seguente prodotto scalare:

Si osservi che, una volta conseguita tale completezza, si ha

il vantaggio, rispetto al metodo precedente, di avere una succes-
la quale converge unif ormemente in tutto A + C,

come può assai facilmente provarsi.
Si introduca ora lo spazio 5 costituito dalle funzioni u, ar-

moniche in .A, tali che 1 grad u 12 sia sommabile in A e tali che
u(zo) = 0, con zo fissato in A, reso hilbertiano col prodotto scalare:

Sia 00. == cost . Se la u, soluzione del problema, ha le deri-
vate prime di quadrato sommabile in A, le &#x3E; 0, pos-
sono determinarsi imponendo la condizione:

che equivale alla risoluzione del sistema lineare:

(n normale interna al campo).
La c~"~ è data da:

(*) Cfr. [31, [15] e [25].
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La successione {um} converge uniformemente in ogni compo-
nente chiuso di A verso la soluzione del problema, se il sistema 

’

- completo nello spazio 6.
Un ulteriore metodo di calcolo per le e(’) è dovuto al Prof.

31. Picone, nella ipotesi che alla soluzione del problema possa
applicarsi la formula di Green:

essendo v un’arbitraria funzione di classe due in A + C.
Sia lo spazio delle funzioni armoniche in A e ivi di qua-

drato sommabile, essendo il prodotto scalare di due di esse dato

da : Sia %1°) lo spazio di Hilbert somma diretta di

Go e 9to. Supposto che 
du 

e @Io e u e 9to, se è un sistema

di soluzioni particolari dell’equazione biarmonica = 0,
scritta la (*) assumendo v = Qh, si ottiene un sistema di Fischer-

Riesz relativo al vettore incognito [du , u] di M(0) rispetto al

sistema di vettori {[Qh, D2Qh]}. Si possono allora calcolare, ri-

solvendo sistemi di equazioni lineari algebriche, i vettori appros-

simanti 20132013 . Um con:

{ converge in media in A e quindi uniformemente nell’interno

di A e converge in media su C. I limiti di tali successioni

saranno effettivamente u e 
«bu 

se il sistema .S2 d è com-

pleto in 9R(O). Tale ultimo metodo di calcolo è particolarmente

interessante perchè consente il calcolo di 2013 su C, al quale, pe-

raltro, provvedeva anche il secondo dei metodi precedentemente
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considerati (*). In tal caso, comme sistema delle Q,, possono sce-
gliersi i polinomi biarmonici omogenei se C è un continuo o,

quelle indicate nel § 10, nel caso generale (**).
Il presente lavoro è dedicato alla dimostrazione della coniple-

tezza dei sistemi di vettori dedotti dalle successioni di funzioni

armoniche o biarmoniche in vari spazi hirbertiani:

(3, 9R(.) -
scopo di includere nella nostra trattazione i campi a

die d’ordinario si presentano nelle aprlicazioni, abbiamo voluto
i?ondurre la nostra indagine considerando il caso che h~ frontiera
presenti punti angolosi (non cuspidali&#x3E;, impiegando, a tal fine.

alcuni dei procedimenti introdotti e dei risultati ottenuti in un pre-
cedente lavoro (***). Abbiamo anche considerato alcuni teoremi
di completezza relativi alla successione costituita da tutti i mo-

nomi nelle due variabili x e y. Tali teoremi assicurano la conver-

genza delle successioni approssimanti la soluzione del problema
di Dirichlet per l’equazione non omogenea 4zu = f, quando si
usino procedimenti di calcolo che estendono ovviamente alcuni
di quelli testè descritti.

(*) Cfr. la (29) di pag. 177 della Memoria [18].
(**) Nell’applicare il metodo del Picone, si sarebbe potuto

prendere come sistema un sistema di funzioni non necessariamente

biarmoniche (ad es. quello costituito da tutti i monomi). In tal caso

però non si sarebbe potuta aflermare la convergenza uniforme della
successione nell’interno di A, epperò, sarebbe venuta meno la

possibilità del calcolo delle dei-ivate di u nei punti interni ad ~1.
(***) Cfr. [71.
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1. sul campo _~.

corso del presente lavoro considereremo un campo (in-
sieme aperto) -4 del piano, sul quale faremo la seguente ipotesi:

.¿~) La frontiera C~ di A è costituita da p -~- 1 curve 00,
..., C p, semylici e chiuse, composte di archi di classe 1),
che i domini e (h, k =1, 2, ... , p ; h ~ k) non

abbiano alcun punto in comune ed inolty-e tali che le curve C1,
G’~, ..., Cp siano contenute nel campo limitato avente 00 come com-
pleta f rontiera.

Diremo che un campo -4 o propriamente regolare di classe

C~~~ 3) se, oltre a verincare l’ipotesi A ), esso verinca le seguenti
condizioni :

a) Sia Q un punto regolare di C e si assuma 1’asse tangente
a C in ~ comme asse $ e l’asse normale a C in ~, orientato verso
l’interno del campo A, comme asse ~?. Esistono allora un intervallo
I dell’asse ~ ed un arco L di C, avente :; come punto interno,
tale che L amm-ette la rappresentazione ordinaria q = ~(~),
~ E I, t·on q($) di classe I.

Esiste inoltre un numero positivo b tale ohe tutti i punti
del piano verificanti le condizioni:

sono contenuti in ~, e quelli verificanti le condizioni:

sono contenuti nel complementare di A.

1) Per le definizioni usate in questi primi paragrafi rimandiamo
a [7], pagg. 1-3.

2) Con il simbolo indichiamo il dominio (campo più la sua
frontiera) limitato avente come completa frontiera la curva C*~ .

3) Cfr. f 12], pag. 34.
’) Conveniamo di assumere come verso positivo su Co quello antiorario

e come verso positivo su Cx (h = 1, 2, ..., p), quello orario.
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b ) E siste un versore ,u ( ~ ), di origine ~, f unzione del punto ~
variabile su C~, (h = O, 1, ... , p ), il quale dipende in modo con-
tinuo da C, è sempre penetrante in A ed è tale che, detta a la
misura (compresa fra O e ~) dell’angolo che ~c(~) forma con il

versore v( ~) dell’asse normale a C (interno ad A ), in ogni punto ~
regolare di C, sia sempre : O C a C Go  

c) Esiste una decomposizione di Ch (h = 0, 1, ... , p ) in

archi di classe 7~,7~,...,7~ tali che, indicati con Tx"~
i rispettivi intervalli base, le componenti del versore ,~c ( ~), come
funzioni del punto t di Tl~), sono di classe in 

d) Esiste un numero positivo eo tale che, per ogni fissato e
per il quale riesce : 0  e ~~ eo, l’insieme descritto dal punto
z = C + ~o,u ( ~ ), al variare di C su C, è contenuto in A ed i suoi
punti sono in corrispondenza biunivoca con quelli di C.

Sussiste il seguente lemma I
Condizione necessaria e campo (piano) A

sia propriamente regolare di classe ehe sia sod.dis f atta t’ipotesi A)
e che le curve Co, 01, ... , C9 siano punti 

Consideriamo la curva 01- (k = O, 1, ... , p) e un suo

punto singolare, estremo comune di due archi e che

compongono Cx . Diremo che A presenta un angolo di 
aA, se è uguale ad a" la misura dell’angolo di cui deve ruotare,
nel verso orario, l’asse tangente negativo a per so-

vrapporsi all’asse tangente positivo a C~"~ in z,~ .

Se ax  3r(aA &#x3E; diremo che l’angolo è sporgente [rientrante]
per il d,ominio (singolare) A + C.

~) La dimostrazione di questo lemma (in ipotesi un po’ più generali)
mi è stata gentilmente comunicata dal prof . Luciano de Vito ed è ri-
portata in Appendice.
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2. Teorema di rappresentazione conforme di un dominio singolare,
p connesso, in un dominio non singolare.

Consideriamo il dominio A + 0 (A verificante l’ipotesi A))
e supponiamo che la sua frontiera C sia dotata di r punti sin-
golari z~, Z2, ... , z, .

Il teorema II, stabilito in [7] (cfr. [ i ], pag. 10) - anche se il
dominio non è più semplicemente connesso - sussiste sostanzial-
mente immutato. E precisamente:

I. Esiste u na = F(z) definita in D = A -f- C, la

quale, detto L1 il suo codominio, verifica le seguenti condizion,i:

1 ) Pone una corrispondenza biuniz·oca tra D e L1, essendo L1
un dominio limitato da p + 1 curve semplici e chiuse r1, ... , 
di classe C~l~~~.

2) È continua in D, olomorfa in A, e se zl, ... , z,. sono i

punti singolari cli C, ha derivata prima continua in D -

+ Z2 + ... + zr).

3) Esiste un intorno I" di z,, tale che, scelto un ramo della

f unzio n e (z - olomor f o in I, n A, riesce, in I h n D:

essendo Gla(z) una ben determinata f unz-ione olomorfa in 1la n A,
continua in I" n D, diversa da zero in ZA, e tale che (z - zh)n/ah. °

. 

M? 
sia continua in z", ..

Seguendo il procedimento usato in [7], dapprima si trasforma
conf ormemente il dominio D ( Co ) in un dominio non singolare
D (1’0 ) ~ regolarizzando * la curva esterna 0. e conservando i

punti singolari che appartengono a Ci, C,, ... , C9 . Poi si tra-

sforma 8successivamente il dominio illimitato avente come com-

pleta frontiera la curva Cx in un dominio illimitato avente come

4) Per comodità usiamo lo stesso simbolismo usato in [7].
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completa frontiera una curva regolare Tk (k = 1, 2, ..., p). :k tale
scopo basta trasformare dapprima, e in modo ovvio, il dominio

illimitato con frontiera singolare C; in uno limitato e con fron-
tiera singolare ~Cx . Questo viene trasformato con il procedimento
usato in [7] in un dominio limitato avente frontiera regolare 7~ ;
infine, con una ulteriore trasformazione conforme, questo do-
minio va trasformato in un dominio illimitato a frontiera re-

golare 

3. Un teorema di chiusura per z~~ di funzioni razionali in
una variabile 

Sia. D un dominio del piano complesso C liu1itato da p + 1
curve semplici e (.chiuse ro, rl , ... , j~~ a due a due disgiunte e
di classe Siano C1, C2 · ... , ; r r punti fra loro distinti fissati

sulla frontiera r p Fi di A ..., C*p p punti interni, 

rispettivamente a D(F2) - F2, ..., 17,, . Sus-
siste il teoren1a:

li. Sia una funzione appartenente a che la

partc sia costante su ogni curra l7k l1i 1’

( ~: = ), 1 , ..., 1’); se 

allora p è 11M costante su 1’.
Ripetendo, salvo modifiche del tutto ovvie, la prima parte

della dimostrazione del teorema IV di [71 (pagg. 12-14), dalle

(2 ) e (3) Pi tra.e : 
"
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per ogni U" fissato nel complementare di L1 e con ali ben de-

terminate costanti reali.

Indichiamo con v~ la normale a h in $, orientata verso l’in-
terno del campo poniamo, per ~ e ~c ( ~ ) = ~.(~) + 
.on reale e cn costanti. Essendo:

dalla relazione precedentemente trovata = Eh -;
+ iii , (h ==1,2, ... 9 .):

per ogni w - u + i r esterno a J.
La seconda parte della dimostrazione del teorema I~’ di [7J

(pagg. 14-19) - salvo ovvie modifiche - permette di (-oncludere.
che po coincide con una costante e su f.

Poniamo: ds = (.s· = 0, 1, ..., p). Dalle (3) scritte per
k = 0, fissato l’intero n tra 1 e p. si deduce:
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Poichè:

ne viene do = dn (n --- 1, 2, ..., p) e quindi la tesi.

4. due particolari classi di f unzioni.

In [7], a pag. 10, abbiamo introdotto la classe di funzioni
nel caso che la curva C fosse frontiera completa del campo A.

La sua definizione seguita a valere ovviamente nel caso attuale

in cui C = . ú Ca . Per comodità del Lettore riportiamo la de-

finizione.

Diremo che una funzione m(z) appartiene alla classe di fun-
zioni se essa verifica le seguenti condizioni:

1) È una funzione complessa del punto z = x varia-

bile sulla frontiera r -singolare C, misurabile secondo Lebesgue
rispetto all’arco s di C.

2) Indicato con 8 un qualunque arco della frontiera Gt

che non contiene alcun punto singolare e (h = 1, 2, ... , r)
una porzione di curva della frontiera C costituita da. due archi
aventi in comune il solo punto si.ngolare z,~ e non contenenti
alcuno dei restanti punti zk riesce:

Supponiamo che in 8 degli r punti singolari di C (O  8  r)
il campo A presenti degli angoli di ampiezza maggiore di yr (angoli
rientranti per il dominio ). una disposizione degli
indici 12 ... r tale che, nei punti ... , Zi. le ampiezze siano,
rispettivamente, ... , con a;k (k = 1, 2, ... , 8), ed
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in .-- ~ Zir rispettivamente ..-, a fr, con

C ~ (h - s + 1, ... , r).
Diremo che una funzione g(z) appartiene alla classe di fun-

zioni G(D) se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

1 ) g(z) è una funzione complessa del punto z varia.hile in D,
olomorfa nel campo A, continua in D.

2) Sia q;~ il più piccolo intero tale che:

esistono finiti i seguenti limiti:

5. Un teorema di chiusura per una classe di funzioni de-finito
sulla frontiera del campo singolare A. -

Con riferimento alle classi e Q’-(D) ora introdotte, 
siste il teorema:

III. Se m (x) è una f unzione della classe dotata di parte
immaginaria costante su ogni curva rx di r (k = 0, 1, ... , p)
e tale che:

per ogns g(z) della classe G(D), allora una costante 8).

’ J L’integrale complesso a primo membro della (6) esiste in virtù
dene (4) e (5) che intervengono nella definizione di e 

") ~a dimostrasione di questo teorema coincide sostanzialmente con
quella data in [7] a pag. 19 per il teorema V, con riferimento alle clasai

e 
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Sia, L1 il dominio del piano Z, limitato dalle p + 1 curve Fo,
T1, ..., di classe C~1~~&#x3E;, codominio della funzione ) = F(z)
introdotta nel corso del § 2. Consideriamo la funzione z 
inversa della C = .F(z) e la funzione: = m[F-1(C)]. Essa ap-

partiene ad L(1)(T) 9) [F Fi]. = (h = 1, 2,

..., 1"), introduciamo i seguenti polinomi nella variabile com-

plessa C :

e consideriamo le funzioni

proviamo che appartiene a G(D).
Poichè, per le proprietà di cui gude F(z), lim = 0, la

condizione 1), che interviene nella definizione della classe G(D),
è ovviamente soddisfatta.

Quanto alla 2), i limiti (5) esistono finiti dato che esistono

finiti i seguenti: 
- - -- -

in virtù della proprietà 3) di cui gode 
Essendo:

per le (6) si ha

9) C fr . r 7), pag. 11.
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Consideriamo le funzioni:

essendo c:i, 52, ..., ",* 1) punti fissati, rispettivaiiiente, in D(I’1) -

ragionando comme sopra si vede che appartiene a G(D), e 
’

pertanto, per le (6), riesce:

Essendo verificate le (2) e (3) del teorema II ne segue che rc
e quindi m è costante. Cioè tesi.

6. Un teorema di chiusura per una di funzioni razionali.

Indichiamo con R la classe di tutte le funzioni razionali della

variabile complessa z nulle in zis+2, ..., Zjr (cfr. pag. 11).
Sussiste il teorema :

IV. Se m(z) è una funzione appartenente (t 9R(C), dotata di

immaginaria costante su ogni curva rk di r (k = 0, 1, ... , p)
e se riesce: 

’
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per ogni funzione R(z) di ~, allora m è una costante su 0 1°).
Sia g(z) una qualunque funzione di (~(D) ; poniamo :

La funzione h(z) è continua in D e olomorfa in A. Esiste allora
una successione di funzioni razionali, che indichiamo con 
tale che:

in tutto D.

Ne segue :

con
~

e quindi, dalle (7) e (8) si trae:

qualunque sia la funzione g(z) di G(D). Per il teorema III si ha:
m = cost su C.

Siano z;, z:, ..., z; p punti fiasati, rispettivamente; in

D(Ci) - Ci, D(Ca) - C2, ..., D(C9) - 0, ed nz la normale a C
(interna ad A ) in un punto z regolare di C. Il teorema ora dimo-
strato ci permette di ottenere un ulteriore teorema di chiusura
e precisamente:

10} Anche la dimostrazione di questo teorema coincide sostanzial-
mente con quella data. in [7], a pag. 21, per il teorema VI.
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V. Se m(z) è una f unzione reale appartenente oltre che a 
anche ad ,~~1~ ( C ) e se riesce :

allora m è una costante su C.

Le (10) e (11) sono equivalenti alle seguenti

Poniamo:

con: o

È allora, evidentemente:
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D’altro cano, per le e (11’) riesee :

e quindi, preso, una arbitraria funzione razionale R(z), le (13),
(14), (15) implicano:

Per il teorema Iv si ha allora m(z) = k su C, con k costante.
Per definizione di m* ne segue:

La funzione m soddisfa alle (12) e quindi si ha

Pertanto, dev’essere: 2~20132?r(~2013~,}==0~ cioè 

(Z = 1, 2, ... , p).
La funzione rri coincide con una costante k su C e quindi il

teorema è provato.
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7. Il sistema di funzioni (z E C; h ~ - p) e sua comple-
tezza in un particolare spazio h lbertiano.

Indichiamo con 60 l’insieme lineare 11) delle funzioni reali f (z)
definite al variare di z su C e che riescono funzioni dell’arco s

di quadrato sommabile. 60 è uno spazio di Hilbert 12 ) definendo
il prodotto scalare di due funzioni f e g di 60 - prodotto che in-
dic·heremo con ( f , g)o - al modo seguente:

dove f,, e g~, (h = 0, 3, ... , ~ ) sono funzioni definite su C~ e ivi

coincidenti, rispettivamente, con f e g.
Al consueto simbolo di prodotto scalare in uno spazio di Hil-

bert, abbiamo apposto un indice zero in basso, a destra, per ri-
cordare che esso è relativo allo -spazio 60 e per differenziarlo

da prodotti scalari relativi ad altri spazi hilbertiani che in seguito
avremo occasione di considerare.

Consideriamo le funzioni:

già introdotte nel corso del teorema V. (Per semplicità di scrit-

tura indichiamo d’ora iii avanti semplicemente con z1, z2, ... , z,

11) Cfr. [ lflj, pag.. 71.
12) Come definizione di spazio di Hilbert noi usiamo quella data in

[10] pag. 187. Poiché 60 è completo (cfr. [10], pag. 49 -e teor. XXX,
pag. 488), ~o è uno spazio di Hilbert anche secondo la dednizione usata
da altri Autori.
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invece che con ..., z; i punti fissati in D(C1) - 01, D(OI) -
- C$, D(C,) - 

Poniamo :

Sussiste il seguente teorema: .

VI. campo A verificante l’ipotesi A) è propriamente rego-
ct asse C~ ~ , il di f unxàoni : 1 co" (x) ~ (z E C ; h ~ -- p)

è un sistema completo nello 6. 13).
Per dimostrare il teorema basta provare che ae f è una fun-

13) A proposito di questo teorema si confronti: [11], pag. 27 ed
inoltre [4], [28] e [9]. In [28] lo Zin dimostra n teorema VI, in ipotesi
più generali di quelle da noi amnleue, sfruttando però un teorema
sulla rappresentazione conforme di domini piani in domini circolari.
Per tale motivo la dimostrazione nella forma data in [28] non può venir
estesa allo spazio, laddove, quella da noi qui seguíta, è suseettibile di
una tal estensione. Il teorema VI generalizza inoltre il teorema di com-
pletezza contenuto in [11], pag. 27, al caso in cui il campo A sia pro-
priamente regolare di classe C(1)H. Per altre estensioni di questo teorema
nello spazio, si veda [9].
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zione di 60 tale che:

riesce f = 0 quasi ovunque su 6 14 ).
Sia T un campo circolare avente centro nell’origine 0 e conte-

nente il dominio A + C e (e, 0) un sistema di coordinate polari
di polo 0.

In tale riferimento siano (eo, (0) le coordinate polari di un

punto C = ~ fissato afilestemo di T e (C, 0) quelle di un

punto z = x + iy di T. Per la funzione log I z - C I sussiste

allora lo sviluppo 15):

la serie a secondo membro della (17) convergendo - fissato ~
all’esterno di T, uniformemente rispetto a z in ogni insieme chiuso
di T e fissato z in T - uniformemente rispetto a ~ variabile
in ogni insieme chiuso esterno a T.

Per le (16) e per la (17) risulta allora, qualunque sia
esterno a T:

Poichè la funzione: = f f (z) dxsi nulla al-

______ 

C

14) pag. 208.

15) Cfr. [13], pago 5.
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l’esterno di T, è analitica nelle variabili reali E ed "1, si annulla

in ogni punto del campo complementare del dominio D(C,).
Proviamo ora che più in generale - 1’( C) è identicamente

nulla nel campo complementare del dominio A + 0.
Sia Tt un campo circolare di centro zx contenuto in D(Cx) - Cx,

C un punto fissato in Tt (k = 1, 2, ... , p) e assumiamo zk come
polo di un sistema di coordinate polari che indichiamo, per sem-
plicità, ancora con (e, 0). In tale riferimento siano (~, 8,) le coor-
dinate di C e (Lo, 0) quelle di un punto z variabile all’esterno di
Tk; si ha .

Con ragionamento analogo a quello testè seguito, tenendo
presenti le (16), ne viene, per ogni ~ di T~:

Attesa l’analiticità di v(C) si deduce il suo annullarsi identico
in -D(Ct) 2013 Cx ( k = 1, 2, ... , p ) e quindi è identicamente

nulla nel complementare del dominio A -~- C.
È noto che la funzione ro(~), armonica in A, è dotata di deri-

vate parziali prime di quadrato sommabile in A 18), inoltre, es-
sendo = 0 all’esterno di A + C per un noto teorema sui

potenziali di semplice strato a densità sommabile 1’ ) - si

annulla su C in ~un senso generalizzato che trovasi precisato nella
Memoria [12]. D’altronde, una funzione armonica in A, dotata

il) Cfr. C 19], pag. 27.
17) Cfr. [ 11], pag. 6.
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di derivate prime di quadrato sommabile in A, annullantesi nel
senso ora detto su C, è identicamente nulla in A 18).

Per un teorema suUa discontinuità del potenziale di semplice
strato con densità sommabile 18) segue che f è quasi ovunque
nulla su C. Da ciò la tesi.

8. Ulteriori teoremi di compktezza hilbertiana per il sistema

{601,(z)} h &#x3E; - p).

Indichiamo con 61 l’insieme lineare delle funzioni reali f (z)
definite su C, ivi continue, assolutamente continue rispetto al-

l’arco s e dotate di derivata prima Ds di quadrato sommabile.

e1 è uno spazio di Hilbert 20) definendo il prodotto scalare di due
funzioni f e g di 61 al modo seguente:

Proviamo che:

VII. (verificante l’ipotesi A ) 21» è propriamente regolare
di cl asse C$i~ , i il sistema (h &#x3E; - p ) è completo in 61 ~).

Considerato il sistema {cc~,~(z)} (z e A + C; h ~ - p), indi-

chiamo con (k = 1, 2, ... ) il sistema da esso ottenuto

mediante ortonormalizzazione rispetto al seguente prodotto

18) Cfr. [ 12], pag. 45. Il caso delle funzioni armoniche trovasi espli-
citamente considerato in [26], pag. 169 e segg. nell’ipotesi più restrittiva
che A sia propriamente regolare di classe 

1’) Cfr. [11], pag. 9.

IO) Si prova che ogni successione {!(fi)} di funzioni di G, verificante
la condizione di Cauchy converge ad ~ una funzione f di (cfr. [14])
e quindi è completo (cfr. nota 1=) )..

’1) D’ora in avanti l’ipotesi A) per il campo A sarà sempre sottintesa.
~) Cfr. [14], pag. 167. Ivi trovasi considerato un caso particolare

del teorema VII. Il procedimento dimostrativo seguito nel testo estende
e completa quello indicato nella nota citata.
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scalare :

Fissato l’intero i tra 1 e p, poniamo:

La serie di vettori:

converge in media in A ed uniformemente in ogni insieme chiuso
contenuto in A 28); esiste allora una funzione ro(i) (z), armonica
in A, dotata di derivate prime di quadrato sommabile in A,
tale che:

Posto

la funzione vi(~) è armonica in .A, è dotata di derivate prime di
quadrato sommabile in A e riesce :

Le funzioni (i = 1, 2, ..., p) sono fra loro linearmente
indipendenti. Infatti, se per assurdo - esistessero p costanti

28) Cfr. [26], pag. 169 e segg.
24) Cfr. [ 14~, pag. 165, [17J~ [26] e [8].
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P

c1, C2’ ... , Cf)’ non tutte nulle, tali che la funzione 
1

fosse identicamente nulla in A + Cr essendo u = ci su Ci
(i = 1, 2, ... , p), ne seguirebbe c~ = C2 = ... = CI’ = 0, contro

l’ipotesi. 
"

Ciò premesso, suddividiamo la dimostrazione del teorema in

corso in tre parti che indichiamo, rispettivamente, con a}, b), c).

a) Completezza in 61 del sistema di funzioni:

Sia t una funzione di tale che:

proviamo che f è identicamente nulla.
Indichiamo - come già in precedenza - con 

le funziong definite rispettivamente su Co , C~ , ... , C9 , con le

quali ivi 1 coincide, e, fissata su C, l’origine delle ascisse curvilinee,
poniamo :

Essendo :

e poichè f appartiene ad 61, si deduce che ogni è funzione
continua del punto z variabile su 0,,, che è dotata di derivata

5J D’ora in avanti, quando considereremo una funzione f definita
s~ Cx, scriveremo f(s) o f(z) (z E É%) a seconda che si voglia, mettere in
risalto la dipendenza di f dall’arca s o dal punto z variabile su Cx .
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prima rispetto ad s assolutamente continua e di derivata seconda
di quadrato sommabile ed inoltre che:

(Zt lunghezza di 
Sia 92 la funzione definita al variare di z su C e che per z E Cx

coincide con 92,t ( k = 0,1, ... , p); per le (21) si ha

e quindi alle (20) si possono sostituire le seguenti condizioni:

Per l’olomorfia in A delle funzioni zk e (z - (i = 1, 2, ..., p ;
k = 1, 2, ... ), fissato l’intero non negativo r, la funzione 
ha come funzione armonica coniugata la funzione per-

tanto, al variare di z su C, riesce, nei punti non singolari di C,

e quindi le (22) divengono :

Infine, tenendo presenti le (23) e le (19) e ben note proprietà
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delle funzioni armoniche posto:

Poichè ~n appartiene a ~~2~ ( C ) e quindi anche a 9R(C), per il
teorema ~i? dalle (24) e (25) segue m = q, con q costante su C.

Si ha allora, tenendo presenti le (21):

Un facile calcolo prova che, determinato l’integrale generale
dell’equazione differenziale: - qo(8) - q, le condizioni

qo(0) = 9~0(~·0) _ 0; qó(0) = implicano necessariamente

q = 0 ed, ovviamente, anche qo - 0. In modo analogo si deduce
- 0 (h = 1, 2, ... , p). Ne viene q(z) = 0 per z E C e quindi

~ ~ 0. Da ciò la completezza del 
(r = 0, 1, ... ).

b) Definizione del sistema di T2(Z), ...,
C; x = 0, 1, ...).
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Siano ... p curve semplici e chiuse di classe 0(1)

contenute in A, i a due a due prive di punti a comune e tali che
ogni risulti completa frontiera di un campo limitato conte-.
nente 0,, e nessun’altra delle Cx, (h = 1, 2, ..., p).

Considerate le funzioni v 1 (z ), v z (z ), ... , v 9 (z ), introdotte a

pag. 23, poniamo:

e, per ogni fissato intero h tra 1 e p, consideriamo il seguente
sistema di p equazioni lineari nelle p incognite 

Proviamo che esiste una ed una sola p-upla c"2, ... , 
soluzione del sistema (26)" (h = 1, 2, ... , p).

Poichè al variare di h i sistemi (26 )" differiscono fra loro

solo per la colonna dei termini noti, basta ovviamente provare
che il sistema omogeneo:

nelle incognite ci, Cl, ..., cp, è soddisfatto soltanto per c, = e, =
= ... -c9=0. -

A tale scopo supponiamo, per assurdo, che -esistano p co-
stanti é*,, 0*,, non tutte nulle, soluzioni del sistema (27)
e quindi tali che, posto:

riesca :

28) Indichiamo la normale a 1’x in z orientata verso 1’interno
. 

del campo limitato avente come completa frontiera.
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Ricordando le espressioni delle funzioni vi(~) si trova:

e quindi, posto:

possiamo scrivere:

Le costanti gli che intervengono nella (29) non possono essere
tutte nulle. Infatti, se fossero tali, sarebbe identicamente nulla

p

la funzione g(t), cioè si avrebbe Ec*ivi(C) - 0, con le c; non

tutte nulle. Ciò è assurdo in quanto - come si è già dimostrato -
le sono linearmente indipendenti.

Dalla (29 ~ si trae:
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Poichè le funzioni sono armoniche in A, per la fonnola
di Green si ha:

e quindi, dalle (30) e (31) segue:

Poichè :

dalle (32) si trae:

e quindi, tenendo presenti le (28), ne segue:

27) La funzione a sommabile su C uni-

formemente rispetto a’ variabile su è quindi lecita la derivazione
sotto il segno d’integrale. Inoltre, in virtù dei classici teoremi di Fubini
e Tonelli, sono lecite le inversioni dell’ordine di integrazione rispetto
a ~ e a z.
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Poichè - come si è in precedenza osservato fra le gk ve

n’è almeno una diversa da zero, la relazione 1 gx = 0 è assurda e,
Jk=l

pertanto, le ci , é~ , ... , cp , soluzioni del sistema (27), sono tutte

nulle.

Poniamo

dove, per ogni fissato tra 1. e p, c~h z , ... , è la p -upla so-
luzione del sistema (26)h -

Le funzioni Ti, t2, ..., T p, in quanto ottenute dalle funzioni

c~~, v, a mezzo di una sostituzione lineare a modulo di-

verso da zero (riesce infatti [det. (ØAk)] -1 = det. (c~x) ~ 0), risul-
tano esse pure linearmente indipendenti. Pertanto la comple-
tezza del sistema {ri(z), ~y(z), ..., i~~(z); (z E C; r &#x3E; 0),
acquisita in a), implica quella del sistema {T~(Z), r,(z), ..., T,,(Z);

(Z E C ; r &#x3E; 0 ).

c) Completezza in 51 del sistema :

Per acquisire la completezza del sistema (33), procediamo per
induzione, facendo vedere che:

1) La completezza del sistema ... , ~ p ; mr) (r &#x3E; 0)
acquisita in b), implica quella del sistema z - T2,

T3,..., ip; (r &#x3E; 0), ottenuto dal precedente sostituendo alla
funzione ii(z) la funzione -

2) Supposta acquisita la completezza del sistema:

è di conseguenza. completo anche il sistema da esso ottenuto
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sostituendo al posto di ip(x) la funzione cioè il

sistema (33).
Ovviamente le 1) e 2) si conseguono contemporaneamente se,

fissato l’intero k con 0 C k C p - 1, si fa vedere che, supposto
completo il sistema:

lo è anche il sistema :

ottenuto dal sistema (34) sostituendo alla funzione la

funzione l.).
Consideriamo il sistema (34) privato della funzione 

e indichiamo (i &#x3E; - p + 1) il sistema da esso de-

dotto mediante ortonormalizzazione per mezzo del prodotto
scalare in 6 ~, cioè tale che:

Poichè, scelto comunque un numero finito di funzioni del si-
stema (34), esse risultano linearmente indipendenti 2t}, invece di

28 ) Per k = 0 il sistema (34) si riduce al sistema T21 ... , 1 T, ; a~,. } .
29) Basta provare che sono linearmente indipendenti le funzioni:

Tale circostanza è immediata qualora si ricordi che: .

essendo F~, 7~,..., T, le curve introdotte a pag. 27 e vZ la normale a rs
rivolta verso l’interno del campo limitato avente 1’i comé completa
frontiera (i = 1, 2, ... , p).
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provare quanto sopra affermato relativamente alla coppia di

sistemi (34) e (35), possiamo considerare i sistemi:

e dimostrare che se è completo il sistema (37), tale è, di conse-
guenza, anche il sistema (38).

A tale scopo consideriamo la funzione log | z - I per
z E C. Essa appartiene allo spazio G1 e pertanto - in base alla
completezza in 61 del sistema (37) - riesce, posto per brevità di
scrittura : = 

dove, per ogni fissato intero positivo n, con a(*) ( - p  i  n)
abbiamo indicato le costanti di miglior approssimazione (n+p+1)
-esima 3°) ottenute risolvendo il seguente sistema di equazioni
lineari nelle incognite 

In particolare, relativamente alla costante ricordando

le (36), si trova:

30} Cfr-. [10], pag. 208.
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La convergenza della successione approssimante il log i
in C~i implica la convergenza puntuale della stessa alla funzione

1 unif ormemente rispetto a z variabile su C, e,

pertanto, riesce:

Proviamo che:

A tale scopo dimostriamo dapprima che:

Supponiamo, per assurdo, che riesca: .

Il sussistere di tale relazione permette di affermare che se dal
sistema completo (i &#x3E; - p + 1) si toglie la fun-
zione il sistema ortonormale {wi(z)~ (i &#x3E; - p + 1) ê
ancora completo in 61 e pertanto che lo è il sistema:

dal quale è stato dedotto mediante ortonormalizzazione

per mezzo del prodotto scalare in 61 .

31) Basta ripetere un ragionamento- perfettamente analogo a quello
svolto per provare la completezza dello spazio ~ f cfr. [14]).

. 

+00 . 

3i) La serie E [(rk+1, wi)1]2 è convergente e riesce :
i s ~P+ 1

(cfr. [10], pag. 198).
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In base a ciò la funzione G’), come ogni
funzione di 61, può venir approssimata in 61 mediante le fun-
zioni del sistema (41). Indichiamo con b;"~ le costanti di miglior
approssimazione (n + p) -esima ad essa relative; si avrà, unifor-
memente al variare di z su C e quindi di z in A :

Consideriamo la curva r1c+l (cfr. pag. 27); 8i ha:

laddove, qualunque sia il fissato intero positivo n, riesce :

La (42) è pertanto assurda e quindi lo è la (40).
Supponiamo ora, sempre per assurdo, che lim a~’_‘! = 0, e

cioè che :
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Poniamo:

(i ~ - p + 1) è ortonormale, riesce: (-w, za ), = 1,
.

Pertanto il sistema di funzioni 

i &#x3E; - p -[- 1) è ortonormale e completo in 61 38).
Per la funzione kg [ z - zk+1 1 (z E C) di si ha allora:

") Sia (~: = (~ (g 1Dfh = O (i &#x3E; - p + 1); si ha, per la com- .

pletezza in 61 del sistema Wi 1 ~ ~ - P- + 1) :

e quindi f verinca anche le condizioni:-

Pertanto f = 0~ e il sistema {w; ~a~ } (i ~ - p + 1 ) è completo
34) Abbiamo (11; 11)1 r In questo caso, per 1’ortonorma-

lità del sistema, le costanti di miglior approssimazione di log x - 
sono le sue coordinate di Fourier.
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e quindi, uniformemente rispetto a z variabile su C (ed in A),
riesce:

Essendo, per la (43):

ne segue:

Relativamente alla curva i ((’fr. pag. 27) si ha:

e quindi la, (4i) è assurda. Pertanto, è a~ p ~ 0.
Sia infine f un’arbitraria funzione di (S~ tale (’he:

tenendo presente la.~ (39) si ha:
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e quindi, verificando f le (4.5), essa verifica anche le condizioni:

Per la supposta completezza del (i &#x3E; - p + 1 )
in G1 segue allora f = 0. Da ciò la tesi del teorema.

Possiamo dimostrare un ulteriore teorema di completezza per
il (~e~L; ~ ~ 2013 p).

Indichiamo con G l’ir,sieme lineare delle funzioni reali u(z)
continue in A fl- C, di classe C~2~ (A ), armoniche in A, tali che

I grad u 12 sia sommabile in A ed inoltre tali che u(zo) - Oy es-

sendo zo un punto fissato del campo A.
-Nlediante la seguente definizione di prodotto scalare:

6 è uno spazio di Hilbert 35).
Sussiste il teorema:

VIII. è propriamente di classe il sistema
-- (z E .r1; h ~ - p) ~ completo in ~.

Sia u una funzione di ~ tale che :

35) Se { zc(n) ~ è una successione di funzioni di C verificante la

condizione di Cauchy, per una classica disuguaglianza relativa alle fun-
zioni armoniche (cfr. [ 10], pag. 488), la successione di vettori: 
converge uniformemente in .£4. Potendosi poi stabilire per le funzioni
di ~, fissato z in ~4, una formola di maggiorazione del tipo seguente :

con HT costante positiva dipendente esclusivamente da un insieme
chiuso T contenuto in A e contenente z (cfr. [10], pag. 488), ne segue
che {u(,-)1 converge uniformemente ad una funzione u di S. Da ciò
la completezza dello spazio Z.
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per 1,,i formula di Green le (46) divengono:

e queste implicano (teor. = cost su C e quindi u = cost = O
in ¿~ data l’appartenenza di u ad 6. Da tiò la tesi.

9. Teore~m,i di completezza relatiwi a ~un sistema costruito con i

1nonomi.

Indichiamo con H(0) l’insieme lineare dei vettori a due compo-
nenti : f = [ f 1, f 2] dove è una funzione reale di z, variabile
su C, e appartenente allo spazio 60, cioè tale da riuscire - come
funzione dell’arco s del punto z sulla frontiera - di quadrato
sommabile, ed è una funzione reale definita in A ed ivi di

quadrato sommabile.
può riguardarsi come uno spazio hilbertiano (completo) 38)

definendo il prodotto scalare di due vettori f o f 2] e g _--_

- [gl , g2] al modo seguente:

Accanto allo spazio consideriamo lo spazio di Hilbert

dei vettori f - f ~] con la sola differenza rispetto ad 5)(0)
che I~ appartiene ad ~1 e con la seguente definizione di prodotto
scalare :

Consideriamo il sistema di tutti i monomi nelle due variabili

38) Cfr. [10], pag. 468, e [22], pag. 229.
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x (h, k = 0, 1, 2, ... ) e indichiamo c·on (r &#x3E; 0;
z = x + iy) il sistema da esso dedotto ordinandoli in successione.

Sussistono i teoremi:

~x. Se A P propriamente regolare di il sistema :

~ Cy~r ~ è completo in ~(0) 3~ ).

X. Se A è propriamente regolare di classe il sistema

è completo in 

Sia f « [ f 1, f 2J un vettore di tale che :

proviamo che f1 = 0 su C e 12 = 0 quasi ovunque 
Sia R un dominio rettangolare contenente A ~- = x + iy

un punto di R e ~ = ~ un punto del campo complementare
di R avente da R distanza positiva. Fissato é, la funzione log i
è - come funzione delle variabili x e ’1 - di classe 0(2)(R): si

può allora costruire una successione di polinomi (P(z)) (r &#x3E; 0)
tale che, uniformemente al variare di z in R, e le rispettive
successioni derivate parziali prime e seconde convergano a

i e alle relative derivate parziali prime e seconde ~).
Le (46) implicano allora:

e quindi, al limite per r -~ oo, attesa l’armonicità di log z - ~ (, i

37) Questo teorema trovasi già dimostrato in una mia nota (cfr. [6]),
nel caso più generale che A appartenga ad uno spazio euclideo ad n
dimensioni. Sempre in [6] si è poi data una generalizzazione del teorema
in questione, sostituendo all’operatore A2 di Laplace un operatore del
secondo ordine di tipo ellittico, verificante ipotesi opportune.

3~) Cfr. [24], pag. 534, teor. XI’.
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la funzione:

risulta nulla nel campo complementare di R e quindi nel campo
complementare del dominio D(Co).

Fissato un punto ~ i~~ .D( ~’x ) - C~ , (k = 1, 2, ... , p) e, detto

I (r~~ , ~ ) un intorno circolare di centro il punto ~ e di raggio y
tale che .) sia interno a D( C,.) - C~ , poniamo:

Si prova facilmente che la funzione TI(z) è di classe C(2)(R) 39)
e pertanto, come in precedenza, esiste una 
di polinomi approssimante ~(z), uniformemente assieme alle sue
derivate parziali prime e seconde. Riesce, per le (47):

e, al limite per r - oc :

t·( .: ) risulta pertanto identicamente nulla nel campo comple-
mentare del dominio A -1- C. Da tale identità, sfruttando gli
sviluppi (17) e (18) si trae, rispettivamente:

39) Cfr. [26J, pag. 178.
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e

Le (48) e (49), per la già acquisita completezza del sistema
~ o~h (z ) ~ (h &#x3E; - p) nello spazio 61, implicano Il = 0 su C.

Fissiamo un arbitrario si può sempre co-
struire un polinomio tale che d ~I ~(x, y ) - ~ (x, y ) ~~ ) e

quindi, dalle (47) si trae: = 0 qualunque sia Q.

Nel segue 12 = 0 quasi ovunque in A 41) e quindi la tesi del teoreina.

10. Il sistema di funzioni {Qh(z)} (h &#x3E; 0) e sua completezza in

itii particolare spazio hilbertiano.

Consideriamo le funzioni:

40) Siano t e t due variabili complesse coniugate e consideriamo le

sostituzioni : t = 1 (.r, - t = 1 
Posto
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ordiniamole in successione e indichiamo con ~..2~(z)~ (h &#x3E; 0) il

sistema cos  ottenuto 42).
Sia 9jl(0) la varietà lineare 43) di ~p(0) (cfr. pag. 38) costituita

dai vettori f - [ f 1, f ~) di .~~°’ (’he hanno come seconda compo-
nente f 2 una funzione armoniea in A e di quadrato sommabile in ,4.

Proviamo che la varietà 9jl(0) e chiusa in .5)(0).
_ {[f(n)1, f(n)2]} una successione di vettori di M(0) veri-

ncante la condizione di Cauchy. Basta ovviamente provare l’esi-
stenza di una funzione f2(z), armonica in A e di qua,drato som-
mabile tale che: ,

Poichè, se ~ i~ un punto di .4 avente da C’ divtanza ó( ~ ) &#x3E; 0,

riesc-e, per ogni funzione armonica in ,4, di quadrato sommabile
in .¿4.:

dalla convergenza in media della in .A. segue

intanto la. convergenza uniforme in .4 di { f2"~(z)~ ad una funzione
- che indichiamo con t 2 e necessariamente armonica

con facili calcoli si trova : A2T(x, y) = d2 F*(t, t _ ), e quindi è sufficiente- 

cerrare un polinomio r*(t, t. ) tale che :

esempio si può piendeie :

~1) Cfr. [22] pag. 229 e [IO), pag. 454.
42) Se 4 è semplicemente connesso il sistema può venir sosti-

tuito da quello di tutti i polinomi biarmonici in --1 .

43) Cfr. [10], pag. 73.
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in ~. Si vede poi facilmente che f~ (~ di quadrato sommabile in ~4
e che {f(n)2} vi converge in media.

La varietà può pertanto considerarsi come uno spazio
di Hilbert (completo) assumendo come prodotto scalare in 9Jl(O)

quello di 5)(0).
Sussiste il seguente teorema:

XI. campo ~4 è classe 

sistema di vettori : 

è completo nello spazio R(O).

Sia f = [I l’ f ,] un arbitrario vettore di tale che :

proviamo che allora 5i ha f 1 = O quasi ovunque su C ed f2 = ()
in ,4.

Come già in precedenza, indichiamo con T un intorno circ~o-
lare avente il centro nell’origine U e contenente A + C e, con-
siderato un sistema di coordinate polari, di polo O, siano (poy 00)
le coordinate di un punto ~ = ~ -;- iq fissato all’esterno di T

e (9, 0) quelle di un punt o z = r + variabile in T. Dalla (17)
facilmente si deduce:
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La sviluppo a secondo membro delle (52), fissato C - ((&#x3E;0’ 80)
ail’esterno di T, converge uniformemente rispetto a z variabile
in ogni insieme chiuso ,.contenuto in T e, fissato z == (e, 0) in T,
uniformemente rispetto a  « (Loo, (0) variabi1? in insieme

chiuso contenuto nel complementare di T.
Considerata la funzione:

si prova facilmente, in virtù delle (17), (51) e (52) che essa è nulla
nel complementare di A + C.

Ne-- segue che anche ia. funzione:

è nulla nel campo complementare d-i A + C.
Per un teorema di Lichtenstein-Friedrichs 44) u è continua in

A, di quadrato sommabile in A, e possiede derivate prime e
seconde di quadrato sommabile in A. Riesce inoltre, in A;

= e quindi u è una funzione biarmonica in A.
Alcuni teoremi sul potenziale logaritmico assicurano - te-

nute presenti le proprietà di cui gode la f2 che u = 0, 

quasi ovunque su C [n normale a C, interna ad A, nei punti
regolari di 01 e quindi, per un teorema di unicità per il problema
biarmonico- generalizzato 45-}, si trova u = 0 in A. Ne segue 12 =- 0
in A e quindi la tesi.

~) Cfr. [20] e [2l].
’5) Cfr. [15] pagg. 35-~-00, [26] pag. 245 e segg., [2] parte I, pa-

gine 99-13~.
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11. Un ulteriore teorema di completezza per il sistema {Qk(z)}
(h &#x3E; 0).

Sia la varietà lineare dello spazio (cfr. pag. 38) co-
stituita dai vettori f - [ f i, f Z] di ~1) tali sia anche con-

tinua in A ed ivi armonica.

Come già per è facile vedere che la varietà 9]~(1) può ri-

guardarsi come uno spazio di Hilbert (completo) assumendo come
prodotto scalare di due vettori f e g di il loro prodotto ( f, g)(1)
in 5)(1) .

Sussiste il teorema:

XII. Se A è propriamente regolare di ~gi) , il sistema

di ( h ~ 0 ) è completo in 

Sia f - [I~, f 2] un vettore di tale ch e :

proviamo che f 1 = 0 su C ed f, = 0 in .A.
Le (53), scritte relativamente alle funzioni del sistema 

per la già acquisita completezza di quel sistema nello spazio C~ 1
implicano f1 = 0 su C.

Ripetendo dei ragionamenti svolti nel corso della dimostra-
zione del teorema precedente, si trova che la funzione:

è identicamente nulla nel complementare del dominio A -~- C

e, pertanto, il ragionamento finale della dimostrazione del teo-
rema XI fornisce f 2 = 0 in A.
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APPENDICE

Diremo che un campo piano A (semplicemente connesso) è
regolare se è limitato e se la sua frontiera è costituita du un’unica
curva semplice e chiusa e regolare (composta di archi di classe C~1~ ).
Diremo che A è propriamente regolare se è regolare e se sono veri-
ficate le condizioni a), b), c) e d) enunciate a pag. 6 e 7, salvo
sostituire dove interviene la classe con la classe 0(1) .

Il lemma enunciato a pag. 7, consegue dal seguente teorema:
Condizione necessaria e sufficiente perchè un campo piano A

sia propriamente regolare è che sia regolare e la sua frontiera ~A
sia priva di cuspidi.

La condizione è necessaria. Sia z, una cuspide di se

C= e C i+ 1 sono i due archi di classe che hanno z, come estremo

comune, i due assi tangenti positivi a Ci e Oi+1 in zi formano un
angolo uguale e, posto

anche vi e "i+ 1 formano un angolo di ampiezza n. Esiste, per
ipotesi, un numero Åo (0  Åo  1) tale che:

e quindi dovrebbe essere ,u(z=) X vi+1 &#x3E; ;’0’ X vf &#x3E; ;’0.
Ciò è assurdo.

La condizione è sufficiente. Ci serviremo del seguente lemma 48):
Sia C una curva regolare semplice di classe C~1~ . Dato E &#x3E; 0

è possibile determinare un numero positivo ps tale che 

comunque il punto ~ su C ed il numero positivo p  ps - indicato

4s) Cfr. [19], pa,g. 189.
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con K((, p) il dominio circolare di centro C e raggio p, sono veri-
ficate le seguenti circostanze :

1) L’insieme C n p) è una porzione di curva regolare
la quale, assunta la tangente a 0 in Z come asse ~ e la normale in
tal punto come asse r¡, ammette la rappresentazione ordinaria 71 

di classe 0(1) .

2) La funzione ?y’(f) verifica la limitazion e : I% ’ (~) ~ I CE.
Dimostriamo che è soddisfatta la condizione a ). ,

Sia ~ un punto regolare di per il lemma ora ricordato

è possibile costruire un dominio circolare R) di centro C
e raggio 1~, che contenga punti di un solo dei Ci che compongono
0~A ed inoltre tale che l’intersezione 9~A n K(’, R) sia un arco
rappresentato in forma ordinaria da rl = r~(~) con i 11 1 (~) i  1.

Sia ó un numero positivo minore di .I~ e ~o un numero positivo
tale che: ~. + ~  vi R2 - ~,2. 

’

Allora l’intervallo I di estremi - ~o e ~o e il corrispondente
arco L di n R) soddisfano alla condizione espres-
sa in a).

Passiamo alle condizioni b ) e c).
Sia zi un punto singolare (i = 1, 2, ..., r). Indichiamo con O~

la misura, non inferiore a zero e minore di 2n dell’angolo di

cui deve ruotare, nel verso antiorario, l’asse tangente a 
in zi per sovrapporsi all’asse tangente negativo a C, nel punto zi 47).
Indichiamo con E un numero positivo, minore di uno, e tale che:
EC .

In virtù del lemma premesso, esiste un numero positivo p i
(i = 1, 2, ..., r) tale che l’intersezione di Ci [di Ci+ 1] con il do-

minio circolare K(z¡, pi) è una porzione di curva regolare la

quale, assunto l’asse tangente a Ci [a C;+ i] in zí come asse E e la
normale a 0, [a 0,+ come asse q, ammette la rappresentazione
’1J _ ~ ~ con ) I 7 í (",:)  E.

Possiamo supporre che le intersezioni di K(zt , p i ) con C f
[~~=~~~~-)-1] e con i ) siano vuote. Inoltre,

47) Per comodità di dimostrazione, le convenzioni qui adottate dif-
feriscono in parte da quelle usate nel corso del lavoro.
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ancora per il lemna ricordato, è possibile determinare un numero
positivo p tale che, scelto comunque un punto z in gA -

r

- z Ch’.(z,t, pi) - pi)], l’intersezione di FA con K(z, p)

sia costituita da una porzione di curva regolare rappresentata
- al modo consueto - con 7i - ?i(~) e ~ i ?i’(~) 1  1.

... , ~ "~ i m i punti a due a due distinti di é, i tali

che il punto ~;; segua; j- l nello stesso verso secondo cui, su Ci,
il punto zi segue z,- i e tali inoltre che riesca:

+ 1 punti di C 1 a due a due di-

stinti, tali che C1 sia interno all’arco 

n h’(~~, p), sia interno all’arco Ci n pi) (1 p),
sia interno all’ar(’o di G’~ i che ha per estremi ’i-1 e " ( j ==

- ?, 3, ... , mi). Indichiamo con v; la normale a Ci in C’j e con

z; la bisettrice dell’angolo formato dall’asse tangente a 

in z; con 1’asse tangente negativo a C; nello stesso punto.
Sia ~ un punto di indichiamo con T(~) la retta che passa

per il punto $ e gode della seguente proprietà: se 1 e contenuto
nell’aroo di C~ i di estnemi 1 e ,~, z(§) appartiene al fascio di
rette individuato da T,- e da 1’1" se " è contenuto nell’arco di C2 i
di e Z¡, T(~) appartiene al fascio individuato da

ri i e e contenuto nell’a.rco di (Ì; di estremi $§ 
[ j - 1, 2, ... , rn¡), z($) appartiene al fascio di rette individuate

da l’ j e }’ j- 1 .

La retta T(~) non è tangente a C, nel punto ~ . Rupponian1o
infatti che ’ sia un punto dell’arco di e ~+1; allora
l’angolo, compreso fra O e formato da T(;) con la tangente
a Ci in è maggiore di yr/4 mentre la tangente a Ci in ~ forme
con l’asse ~ (tangente a Ci in §~) un angolo  yr/4. Inoltre la retta

non può incontrare l’arco di extremi C’j e C’j+1 in altri punti
distinti da ~. Infatti, una retta die abbia coefficiente angolare in
valore assoluto maggiore di uno non può incontrare, in due punti
distinti, y una curva grafico di una funzione avente derivata in
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valore assoluto minore di uno. Analogamente si ragiona nel caso,
che l’arco contenente il punto é abbia per estremi uno dei 

Indichiamo con il versore della retta avente origine
nel punto ’ e orientato verso l’interno di A. Consideriamo gli
archi di Ci : 1’1 di estremi z$_ 1, ~i , ~’2 di estremi si 21 ... ec·e.

Ciascuno di questi archi ammette, per il lemma ricordato, una
rappresentazione regolare di classe uno. Siano x = = y;(t)
le equazioni parametriche di 7~; supposto die il fascio di rette

relativo a F, sia proprio (v; e v;~ ~ non paralleli), indichiamo con
y - !/o = z(x - xo) l’equazione della retta generica di tale fascio.
I coseni direttori di ~C ( ~; ) sono allora :

e queste sono ovviamente funzioni di classe uno. Analogamente si
ragiona se il fascio improprio. Ne viene allora che fc(~ ) e funzione
continua di C su C; . Detta a la misura (compresa fra 0 e n) del-

l’angolo che p ( () forma con v( C), esiste il massimo a, di ar al variare
di ~ su C, e si ha Qi  ~/2. Operando allo stesso modo sugli 
C; ( j ~ i) si perviene a costruire un versore p ( () che - come subito si
verifica. soddisfa le condizioni b) e c) ove si ponga : ao = max a í

Verifichianio la condizione d). 
- -

Indichiamo con øi il fascio di rette relativo a 7~; se Oj e un
f a scio proprio indichiamo con tj la distanza del suo centro da T, .
Si ha ovviamente &#x3E; 0. Se improprio porremo tj = l.

Indic~hiamo con ~,; la distanza di 1’; dall’insieine costituito

dalla riunione degli archi Fi che compongono 3A e che non

hanno punti in comune con 1~; e sia un numero positivo mi-
nore di:

Tale numero p0 soddisfa la condizione d). Infatti, detto Ej
l’insieme dei punti descritto da z = C + quando 0  pò,

si ha che r, è privo di punti interni in comune con i

due insiemi e E;+ 1 relativi ai due archi e r;+ 1 che hanno
punti in comune con 
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D’altra parte, ~ dato che pò l’insieme ~ non ha

punti in comune con alcuno dei ~,,(h ~ j, j - 1 e j + 1).
La biunivocità della corrispondenza tra i punti C di 1~~ e i

punti z della curva z = ~ + [ ~ E F;, ~O fissato in (O, éo)] é
assicurata dal fatto che il centro del fascio Oj cade all’es-terno di Ei .
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