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LA DISTRIBUTION D'UNE STATISTIQUE D’ORDRE
ETABLIE SUR UN ENSEMBLE D’'OBSERVATIONS
QUI NE FORMENT PAS UN ECHANTILLON

John E. WALSH

Southern Methodist University (1)

Considérons n observations unidimensionnelles ayant une
distributionarbitraire ;on montre au'en général, 12 distribu-
tion de toute statistique d'ordre établie 0 partir de ces ob-
servations est lameéme que celle de cette méme statistique d'or-
dre établie pour un échantillon au hasard d'effectif n (prove-
nant d'une distribution dépendant de celle des n observations
initiales). 4insi, les statistiques d'ordre peuvent &tre regar-
dées individuellement comme provenant d'échantillons. Cependant,
la distribution "échantillonnée" peut dépendre beaucoup de la
statistique d'ordre considérée. Pour des valeurs de n grandes
oupetites, ces résultats sont utiles pour définir des coeffi-
cientsde régression pour un type de régression ayant un large
domaine d'application (régression non linéaire linéarisée)h Ils
sont aussi utiles pour la détermination des propriétés asymp-
totiques des distributions des extremes et des percentiles.

Pour n donné, assez grand, une distribution asymptotique
peutetreutilisée dans des situations plus générales, si la dis-
tribution "échantillonnée” appartient & une classe de distri-
butions assez large. Adinsi, dans le cas continu, les percenti-
les observés ont asymptotiquement des distributions normales
sous des conditions assez générales. De méme, les distributions
asymptotiques établies pour les valeurs extrémes d'échantillons
pourraient souvent étre utilisées pour des situations conti-
nues.On discute de quel ques applications de ces résul tats asympto—
tiques pour la prévision.

INTRODUCTION ET DISCUSSION

L'hypothése d'un échantillon au hasard est trés commode lorsqu'on éta-
blit les propriétés de la distribution d'une statistique d'ordre d'un ensemble
d'observations unidimensionnelles. Aussi, dans la pratique, cette hypothése
est souvent retenue alors qu'elle est largement violée (par exemple en ceci
qu'il existe une forte liaison entre certaines observations). En dépit de ces
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réserves, l'évidence empirique montre qu'au moins quelques unes des pro-
priétés sont les meémes que s'il s'agissait d'échantillons. Par exemple, une
forme de distribution asymptotique pour la plus grande valeur d'un échantil-
lon semble satisfaisante dans certaines situations pratiques ou la 'condition
d'échantillon" semble &tre fortement violée (Gumbel, 1958).

Quand les observations sont indépendantes, on peut donner une expli-
cation 4 la possibilité d'appliquer au moins quelques uns des résultats éta-
blis pour les échantillons. Dans des circonstances assez générales, une sta-
tistique d'ordre se comporte & peu prés comme si elle provenait d'un échan-
tillon au hasard (de meme effectif) & partir d'une distribution égale i la
moyenne arithmétique des distributions des n observations (Walsh, 1959,
1964). Des intervalles de confiance approchés, unilatéraux et bilatéraux,
et des tests du genre test de signe peuvent &tre obtenus pour les percenti-
les de cette distribution moyenne. De méme, pour une large classe de situa-
tions, des résultats asymptotiques basés sur un échantillon de la distribu-
tion moyenne peuvent &tre appliqués pour les valeurs extrémes.

L'établissement et 1'emploi de propriétés des distributions sont beau-
coup plus compliqués lorsqu'intervient une dépendance non triviale. Cepen-
dant, nous montrons dans cet article que toute statistique d'ordre peut &tre
traitée comme si elle provenait d'un échantillon au hasard d'effectif n. Mal-
heureusement, & cause des diverses dépendances, la distribution "échan-
tillonnée' peut @&tre tres différente pour les diverses statistiques d'ordre,
et il ne semble pas exister de relation utile en général entre ces distribu-
tions. En fait, sauf pour la plus grande et la plus petite observation, la dis-
tribution "échantillonnée' n'est pas bien identifiée en termes de distribution
individuelle (conditionnelle ou non conditionnelle) pour les observations indi-
viduelles.

Ces propriétés montrent qu'une vérification empirique du caractére
d'échantillon sur des statistiques d'ordre n'est pas, méme de fagon appro-
chée, une vérification de 1'hypothése d'échantillon. Des distributions de cette
nature peuvent se présenter (exactement) pour toute sorte de situations ol
I'on n'a pas affaire 4 un échantillon,

Les propriétés semblables i celles d'un échantillon ont des applications
directes pour des valeurs quelconques de n et pour n grand (cas asymptoti-
que). Pour n quelconque, la considération de la distribution '"échantillonnée'
peut conduire aux bonnes définitions des paramétres statistiques. Un emploi
de cette méthode concerne 1'extension de la méthode de régression non liné-
aire linéarisée (introduite dans Walsh, 1963). Cette extension utilise la dis-
tribution "échantillonnée' pour obtenir la médiane de certaines observations
comme base de définition d'une fonction linéaire particuliére des coefficients
de régression. Pour des données continues et pour ce type de définition, on
obtient des estimations de la médiane exacte pour des fonctions linéaires
spécifiées des coefficients de régression (Walsh et Kelleher, 1969).

Les propriétés semblables & celles d'un échantillon ont quelques im-
plications de nature non paramétrique dans les cas asymptotiques. Il existe
de trés larges classes de distributions telles que les statistiques d'ordre
établies sur des échantillons suffisamment larges de toute distribution d'une
classe ont (approximativement) une forme de distribution qui est compléte-
ment déterminée sauf pour les valeurs d'un petit nombre de parameétres. En
particulier, cette situation se présente dans le cas continu et pour les va-
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leurs extrémes ou les percentiles expérimentaux. Considérons maintenant le
cas général de n observations et d'une statistique d'ordre donnée. Si n est
suffisamment grand et si (pour cette valeur de n) la distribution '"échantil-
lonnée" pour la statistique d'ordre appartient 4 la classe trés large, alors
la forme paramétrique de la distribution asymptotique peut &tre utilisée.
Ceci simplifie le probléme statistique en le réduisant i la recherche d'un
petit nombre de parameétres.

D'une fagon plus précise, considérons tout d'abord le percentile obser-
vé dans le cas ol les n observations sont une observation d'une population
n-dimensionnelle qui est continue. Pour n grand, la distribution d'un percen-
tile observé est a4 peu prés normale si la distribution 'échantillonnée" ap-
partient 4 une classe extrémement large de distributions. Ainsi, pour n trés
grand, la distribution d'un percentile observé doit-elle etre souvent & peu
prés normale. Des considérations semblables s'appliquent aux distributions
asymptotiques des valeurs extrémes. Ici, cependant, la classe des distribu-
tions conduisant aux distributions asymptotiques paramétriques (''asymptotes',
voir Gumbel, 1958) est seulement modérément large.

Considérons maintenant quelques applications pratiques. Une utilisation
intéressante des propriétés semblables & celles d'un échantillon concerne la
prédiction dans un type particulier de situation. Ici, un nouvel ensemble
d'observations unidimensionnelles d'effectif n doit &tre tiré indépendamment
d'une loi qui est & peu prés la m@me que plusieurs lois qui ont déji fourni
des ensembles indépendants d'effectif n. C'est-d-dire qu'une nouvelle obser-
vation multidimensionnelle avec n composantes doit étre obtenue indépendam-
ment & partir d'une distribution multidimensionnelle qui est 4 peu prés la
méme que plusieurs distributions multidimensionnelles indépendantes avec n
composantes. Alors, pour une statistique d'ordre donnée des valeurs des
composantes, la distribution "échantillonnée' doit &tre & peu prés la méme
pour toutes ces observations. Le probléme de prédiction consiste & estimer
les propriétés probabilistes d'une statistique d'ordre donnée de la nouvelle
observation & partir des valeurs de cette statistique d'ordre pour les obser-
vations déja obtenues.

Une application concerne la régression non linéaire linéarisée (voir
Walsh et Kelleher, 1969). Quelques autres applications se présentent pour
les cas asymptotiques. En effet, les distributions asymptotiques, qui sont
complétement spécifiées, sauf en ce qui concerne les valeurs d'un petit nom-
bre de parameétres, peuvent souvent étre retenues. Les statistiques d'ordre
correspondantes & partir de plusieurs observations multidimensionnelles pas-
sées fournissent le matériel de base pour estimer ces paramétres. Des pro-
priétés probabilistes pour la nouvelle statistique d'ordre peuvent &tre esti-
mées en utilisant la distribution asymptotique avec ces estimations des pa-
ramétres. Par exemple, cette méthode peut &tre utile conjointement avec les
distributions asymptotiques pour les valeurs extrémes quand on a affaire a
des variables continues.

Il existe une méthode plus précise quand on considére un percentile
des coordonnées d'une observation multidimensionnelle dans le cas continu.
La distribution asymptotique d'un tel percentile doit souvent @tre approxima-
tivement normale. Ainsi, les percentiles observés pour les observations pas-
sées forment approximativement un échantillon au hasard d'une population
normale. Le nouveau percentile est une valeur indépendante issue approxi-
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mativement de la m&me population. Une statistique t @) peut &tre utilisée
pour estimer la probabilité que le nouveau percentile dépasse une valeur
donnée d'avance. On peut tester également si le nouveau percentile provient
approximativement de la me&me population que les percentiles déji obtenus.
En fait, tout procédé pour étudier une nouvelle observation sur la base d'un
échantillon indépendant de la méme population normale peut étre employé
comme approximation.

La section qui suit contient la démonstration que les statistiques d'or-
dre pour une situation quelconque ol l'on n'est pas en présence d'un échan-
tillon ont des distributions semblables & celles d'un échantillon. La distri-
bution "échantillonnée'" pour une statistique d'ordre donnée est déterminée
par la valeur de n et par la distribution conjointe des observations. Elle
peut s'exprimer 4 1'aide de distributions de probabilité conditionnelle et non-
conditionnelle. Cependant, les expressions sont fort compliquées sauf pour
les cas de la plus grande observation et de la plus petite observation.

VERIFICATION

Soit X, la t'* statistique d'ordre dans un ensemble de n observations
qui peuvent avoir n'importe quelle distribution conjointe (t = 1 correspond &
la plus petite observation, etc...). La fonction de répartition de X, pour
cette situation est déterminée par la distribution conjointe et sera notée
F,(x ; n). Soit Gy(x ; n) définie par 0 < Gy(x ; n) < 1 et

n
1}_;(i‘) Gex 5 ) [1 - Gylx ; W)™ = Fy(x ; n) )
La fonction Gi(x ; n) a les propriétés d'une fonction de répartition
(c'est-a-dire que G.(x ; n) est monotone croissante, G,(— », n) =0, Gy (v, n) =1,
etc...). Ceci résulte immédiatement du fait que le membre de gauche de
(1) est une fonction continue et strictement croissante de G,(x ; n) pour
0 < G (x ; n) < 1 ; d'autre part sa valeur est zéro pour G (x ; n) = 0 et
1'unité pour G.(x ; n) = 1.

Considérons la t!*"® statistique d'ordre dans un échantillon au hasard
d'effectif n provenant de la fonction de répartition G, (x ; n). Sa distribution
est donnée par le membre de gauche de 1'équation (1). Ainsi X, a la méme
distribution que la ti*"e gtatistique d'ordre dans un échantillon au hasard
d'effectif n obtenu & partir de la fonction de répartition G, (x ; n).

Pour t = 1 et n, la fonction G,(x : n) s'exprime aisément & 1'aide de
distributions non conditionnelle et conditionnelle des observations individuel-
les. On peut également l'exprimer explicitement en fonction de F,(x ; n).
On trouve :

Gux ; 1) = [Fox 5 m)]*/
Gyi(x ;n) =1- [Fi(x; n)]ll"
Soit H(x ; s;.1) la probabilité conditionnelle que la ji®me observation

unidimensionnelle ait une valeur au plus égale 4 x étant donné que les pre-
miere, seconde, ..., (j — 1)*™ observations ont des valeurs < x. Ici, s,

(1) statistique t de Student.
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n
n'indique aucune condition. Alors, Fy(x; n) = ] Hy(x ; 8;.1), ce qui exprime

G,(x ; n) & 1'aide d'une fonction de répartition Jn:m conditionnelle et de n - 1
conditionnelles. Cependant, l'indice j pourrait etre affecté aux observations
de n'importe quelle maniére. Ainsi, il y a n! fagons d'exprimer F (x ; n) &
1'aide d'une fonction de répartition non conditionnelle et de n - 1 condition-
nelles, plus un nombre illimité de combinaisons de ces n! expressions.

Finalement soit I(x ; s).y) la probabilité conditionnelle que la ji*®e ob-
servation ait une valeur < x sachant que les premiére, seconde, ..., (j - 1)¥
observations ont des valeurs > x. Ici, s! n'indique aucune condition. Alors,

Fix;n=1- ]'n[ 1 -Ix; siy)
=1

et F,(x ; n) s'exprime & 1'aide d'une fonction de répartition non conditionnelle
et de n - 1 conditionnelles.
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