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UNE HEURISTIQUE POUR LE PROBLÈME
DE L'ARBRE DE STEINER (')

CHOUKHMANE EL-ARBI (2)

Résumé. — On dit-qu'un algorithme résout unproblème de minimisation dans un rapport r ^ 1
si la valeur de la solution obtenue par cet algorithme est inférieure au produit de la valeur lie la
solution optimale par r. On construit une heuristique et on montre qu'elle résout le problème de
V arbre de Steiner dans un rapport r = 2[(k — \)fk] (pu k est le nombre de sommets à connecter).

Soit G = (N9 E) un graphe connexe, non orienté, avec une valuation des

a r ê t e S * eeE->W(e)>0.

Étant donné S ç Ntrouver un sous-graphe Gt = (Y, F) de G tel que : Gt est
connexe, 5 ç 7et minimisant £ W(e).

eeF

Ce problème connu sous le nom de « arbre de Steiner » fait partie de la classe
des problèmes iVP-complet [4].

Ij'uhe des approches pratiques de cette classe de problèmes « difficiles » est
de construire des heuristiques et de mesurer leur efficacité.

Ön dira qu'une heuristique H résout le problème P dans le rapport r ^ 1 si
[3] : <pfl/<pop( ^ r, où q>fl; valeur de la solution obtenue par H; (popt, valeur de
la solution optimale.

Dans ce qui suit on construit une heuristique simple qui approche le pro-
blème de «Steiner» tree et on démontre qu'elle le résout dans un rapport
r = 2[(A:-1)/Â:] où k = | S |.

LEMME : Soient T = (N, E)un arbre value et S Ç N tel que tous les sommets
pendants de T appartiennent à 5, alors :

lti quelle que soit la façon avec laquelle on indice les sommets S

P-1

eeE

1
StSÙ \;

J
(*) Manuscrit reçu mars 1977, révisé mai 1977.
(2) Équipe de recherche « Graphes et Programmation combinatoire » Université Paris-VI,

Tour 45-46.
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2° il existe une façon d'indicer les sommets S S = \_SU S2,. . . . , Sk~] telle que

<Pr = Z W(e) = \l*£ WT(StSî+1)+ WT(SksA
eeE 2\_i=l J

où WT(SiSi+1) = valeur de la chaîne élémentaire joignant St à 5 i + 1 dans
Varbre T.

fc-i
Démonstration : 1° Dans l'évaluation £ WT (5g Si+1)+ WT (Sk Sx) la valeur

^(e) de toute arête e est comptée au moins deux fois; en effet, soit une arête
e = xy9 cette arête est un isthme de T appelons 7\ et T2 les sous-arbres de T
qui résultent de la suppression de e.

Deux cas se présentent :

(a) Si et Sk appartiennent à Tl9 T2 contient alors un St avec 1 < / < k,
Si~ i e 7\ et Si+! e Tx la valeur de l'arête e est alors comptée dans WT (S^t S()
et dans WT(StSi+1);

(b) St G Tx et Sk 6 T 2 ; il existe i, \ ^i^k avec Sf e Tx et 5 i + 1 e T2, la
valeur de l'arête e est alors comptée une fois dans WT (St Si+1) et une fois dans,,
WT(SkSx).

2° Si en plus la façon d'indicer les sommets de S, vérifie la propriété suivante :
Pour toute arête e, les sommets de S qui appartiennent à Tx n S sont indicés

[S19 Sî+ù « — 9 $p] e t ceux appartenant h T2 n S sont indicés

\_Sl9 ..., S,--!, Sp+1, . . . , 5fcJ
alors on a

eeT 2li=l

Avec une telle façon d'indicer les sommets de S, chaque arête est comptée
exactement deux fois, une fois dans WT (St_ x St) et une fois dans WT

r(Sp Sp+x).
On indice les sommets de S selon l'ordre de parcours en suivant un circuit
eulerien (voir fig.) contournant l'arbre T, sans jamais couper une arête.
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HEURISTIQUE H : (1) Construire le graphe complet G (S) = (S, Es) avec la
valuation : WG; WG (St SJ) = valeur d'une plus courte chaîne joignant St à Sj
dans le graphe initial G value par W;

(2) construire un arbre Ts, maximal de poids minimal du graphe G(sy

(3) poser R = { $ }; pour toute arête es = S( Sj e Ts faire
R : = R u { sommet appartenant à une plus courte chaîne

joignant St à Sj dans le graphe G },

(4) construire un arbre maximal de poids minimal du sous-graphe engendré
par Y = Su R;

(5) s9ils existent des sommets pendants n'appartenant pas à S les supprimer.

Cette heuristique nécessite le calcul de la matrice symétrique des distances qui

est en 0 (n3) et de deux recherches d'arbre maximal de poids minimal qui est
en O {m Log Log n).

THÉORÈME :

Vopt K

Démonstration : Soit To une solution optimale, tous les sommets pendants

de To appartiennent à S.

D'après le lemme, il existe une façon d'indicer les sommets S telle que

comme W-iSiSi+J ^ WTn{S{Si+1) on a
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210 E. A. CHOUKHMANE

Considérons le cycle C = Su S2, . . . , Sk, St dans le graphe G (S)

<Pc= ï

Le cycle C contient un arbre maximal du graphe G (S ) :

fc-1

d ' o ù

<PH ^ <Prs ^

Exemple 1 :

<Popt k

6 x 3

J s , arbre maximal de poids minimal de G(S).

Si on prend les plus courtes chaînes [Sj, x2, S2~\ et [52 ) x3, <S3] on obtient
une solution extrême.

Vopt

yopt

Par contre, si on prend les plus courtes chaînes [5 l s xu 5 2 ] et [52 , x1}

on obtient une solution optimale.
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<PH = <PoPt = 15.

Cet exemple montre que dans le cas où la plus courte chaîne entre St et Sj,
n'est pas unique, on génère à partir de l'étape (3) de l'heuristique, les solutions
relatives aux différentes plus courtes chaînes et on prend la meilleure des
solutions obtenues.

Exemple 2 :

Si 5 £ s 4

S 2

8 ^ S 3

IS|= 4

s2

S4_

Solution obtenue par l'heuristique H. <pH = 32. Solution optimale <po t = 28.

yg_32_8<24-!_3

<Pop« 28 7 4 2*

Ce deuxième exemple montre que l'optimum n'est pas toujours atteint par
cet algorithme.
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