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UNE PROCEDURE POUR LE CALCUL
DU FLOT OPTIMAL

DANS UN RESEAU ANTISYMETRIQUE

par Andrei J. SIMION (*)

Résumé. — L'article se propose la description d'une nouvelle procédure du calcul du flot
optimal dans les réseaux antisymétriques. Cette procédure tend à utiliser principalement
une seule matrice et par conséquent semble plus avantageuse que la procédure habituelle de
Ford-Fulkerson [2], du point de vue de la programmation.

Le présent travail procède des mêmes idées que Oprescu [3], dont la méthode n'aboutissait
malheureusement pas à la détermination du flot optimal [4J.

La première partie de Varticle contient les notations utilisées, tandis que la seconde
décrit et démontre la procédure proposée ; enfin, dans la troisième partie est donné le schéma
logique.

1. INTRODUCTION

On indiquera ici les notions nécessaires pour formuler et démontrer la
procédure proposée dans la seconde partie de l'article.

Soit G(P9 U) un graphe fini sans boucle, où Ton associe à chaque arc Uij9

qui joint les sommets Pt et Pj9 un nombre Ctj ^ 0, nommé la capacité de
l'arc Uij9 et où il n'existe qu'un seul point d'entrée Px et un seul point de sor-
tie PH.

Pour trouver un flux optimal, il faut déterminer les nombres Xtj{Uj = 1,
2, ..., ri), de manière que :

9 = X XXj soit maximal;
j

(2) £ (*y - Xjd - 0, (i = 2, 3 ..., n - 1);
j

(2') 0 ^ Xtj < Cy .

Si l'on a seulement les conditions (2) et (2'), il existe un flot.

Si pour un sommet Pt on a (2), on dit que le sommet Pt est équilibré.

(1) Université de Bucarest.

Revue Française d'Informatique et de Recherche opérationnelle n° V-3, 1971.



78 A. J. SIMION

Une chaîne est une séquence d'arcs qui ont deux à deux une extrémité
commune et un chemin est une chaîne où l'extrémité terminale d'un arc coïncide
avec l'extrémité initiale de l'arc suivant.

Une coupe est un ensemble d'arcs S ç U de manière que, pour chaque
chemin oc, qui joint Px à P„, on ait :

(3) S H oc ̂  0 .

Si l'on note C(S) = ^ Cip la capacité de la coupe S, on a évidem-
u*,es

ment C(5) > <p, conformément à la relation (3).
Par conséquent si l'on trouve un flot et une coupe de manière que 9 = C(S)9

alors le flux <p est optimal. C'est l'idée qui sera utilisée pour formuler la procé-
dure proposée.

2. LA PROCEDURE

On suppose que le réseau est antisymétrique, c'est-à-dire que :

Si Utj € U9 alors Pt est l'extrémité initiale de l'arc Ui} et Pj l'extrémité
terminale.

Soit C = \\Cij\\i9j = 1, 2 ..., n la matrice des capacités. Si Uyn'existe pas,
alors Cij = 0. Soit A. = C. On transformera la matrice A jusqu'à obtenir le
flot optimal. Pour cela nous utiliserons deux vecteurs : u = (ul9 u2, ...s un) et
V = {Vu V29 „., VH).

Soit ux = 0 et Fj ^ max C -̂. Ainsi, on a marqué le sommet Plt On
j

marque les autres sommets comme suit : on sélectionne un sommet Pi3 qui a
été marqué et n'a pas été choisi antérieurement, et l'on marque les sommets
qui sont adjacents au sommet Pt pour lesquels atj ^ 0 de la manière suivante :

uj = z'> VJ = m i n (yi> \aij\)>

On continue jusqu'à marquer la sortie Pn. Si l'on ne peut pas marquer la
sortie, la procédure est terminée. Si la sortie a été marquée, nous avons trouvé
une chaîne a qui joint Px et Pn.

On transforme les quantités pour lesquelles Uii € a de la manière suivante :

— si atj > 0, alors :

(4) fly : = fly — Vn, an : = ajt — Vn;

— si atJ < 0, alors :

(5) atj : = au + Vn, atj = an + Vn.
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Puis on continue à appliquer la procédure à la matrice ainsi obtenue.
Évidemment, le nombre d'itérations est fini, parce que Vn > 0.

Lemme 1
Soit V € U. Si V = Uip alors après chaque itération nous obtenons :

(6) fly ^ 0, ajt < 0

0) Kl + ki\ = Cij
Démonstration, Initialement a{j = Ctj > 0. Si l'on trouve une chaîne a, on

a Fn = min | a y | et par conséquent l'application des transformations (4) et
Utj€a

(5) ne changera pas la relation (6).
La relation (7) résulte de la relation (6) parce que le graphe est antisymé-

trique.

Lemme 2
Si l'on considère seulement les valeurs atj ^ 0, chaque sommet est équilibré

après chaque itération.
Démonstration, Évidemment, initialement les sommets sont équilibrés par

rapport aux valeurs atJ < 0. On suppose qu'après un nombre quelconque
d'itérations les sommets sont équilibrés et on montre que cette propriété reste
valable après une nouvelle itération.

En effet, par l'application des relations (4) et (5), les sommets Pt € a, où a
désigne la chaîne considérée, se déséquilibrent et se rééquilibrent et, par consé-
quent, à la fin, tous les sommets sont équilibrés par rapport aux valeurs atj < 0.

Considérons alors la matrice A lorsqu'on ne peut plus marquer la sortie Pn.
Soit T l'ensemble des arcs marqués seulement à une extrémité. On transforme
la matrice A ainsi : X : — (—• ̂ 4)*, 7* désignant la transposée de la matrice Y.

Théorème
Les valeurs X^ ^ 0 représentent un flot optimal.
Démonstration.

a) La relation (2) résulte du lemme 2 et (2') résulte de (7). Par conséquent,
il existe un flot.

b) Soit Uij € T un arc marqué seulement à une extrémité. Si le sommet
marqué est Pt alors a£j. = 0 et, conformément au lemme 1, ajt = — Ctj et par
conséquent :

Xij = Cy. Si le sommet marqué est Pj9 alors on n'obtient pas de valeur XtJ > 0.
Soit S S T, où Utj €S o Xtj = Cy.
Si l'on considère seulement les arcs UtJ pour lesquels Xtj > 0, alors évidem-

ment S est une coupe (la démonstration se fait en supposant le contraire, et
alors on trouve une chaîne qui joint les sommets Pt et Pn de manière que toutes
les valeurs atJ sont différentes de zéro pour Utj € a, où a désigne la chaîne
trouvée).
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Aussi, chaque chemin a qui joint P± et Pn contient seulement un arc de S
(la démonstration se fait en supposant contraire).

Par conséquent <p = £ Xu = C(S).
Uîj€S

Donc les valeurs Xtj > 0 représentent un flot optimal.

C.Q.F.D.

3. LE SCHÉMA LOGIQUE

IMPRIMER
LA MATRICE

<-A)*

Figure 1
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Dans le schéma logique ne se trouve pas le calcul de Vx parce qu'il suffit
d'enregistrer Vt > max CXj. Aussi, initialement u — 0.

Les blocs 1-17 permettent de chercher une chaîne qui joigne l'entrée à la

sortie.

Les blocs 18-26 réalisent les transformations (4) et (5).

Le bloc 27 fait u — 0 et envoie à la recherche d'une nouvelle chaîne.

Le dernier bloc 28 ordonne l'impression du résultat.

Les éléments positifs de la matrice imprimée représentent le flot optimal.

CONCLUSIONS

La procédure proposée devrait assurer l'accroissement de la vitesse de
calcul et une économie de mémoire car on travaille principalement sur la seule
matrice du graphe.
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