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Résumé. — Nous donnons un résultat de point fixe pour une correspondance non dila-
tante et asymptotiquement contractante. Nous présentons aussi un théorème de coinci-
dence qui généralise un résultat classique de Nadler.

1. Multiapplications asymptotiquement contractantes et leurs points fixes

La définition suivante généralise la notion d’application asymptotiquement
contractante au cas des correspondances. Elle utilise la définition de l’excès de
Hausdorff entre deux parties A, B d’un espace vectoriel normé X :

e(A,B) := sup
a∈A

d(a, B)

où d(a, B) := inf{‖a− b‖ : b ∈ B}. On utilise la convention e(∅, B) = 0 pour toute
partie B de X et e(A, ∅) = +∞ pour toute partie non vide A de X. Nous nous servi-
rons aussi de la distance de Pompeiu-Hausdorff entre A et B définie par

d(A,B) := max(e(A,B), e(B,A)).

Notons que dans la définition qui suit, le mot “asymptotiquement” n’est pas lié aux
iterations de la multiapplication comme dans [2] et de nombreux articles, mais porte
sur le comportement de la multiapplication quand la norme de la variable tend vers
l’infini. Ce comportement peut être étudié à l’aide de concepts de cônes asymptotes
et de compacité asymptotique comme dans [1], [3], [4], [5], [10].

Définition 1.1. — Soit C un sous-ensemble non vide d’un espace de Banach X et soit
F : C→ 2X une multiapplication à valeurs non vides. On dit que F est asymptotique-
ment contractante sur C s’il existe un point x0 ∈ C tel que

(1) lim sup
x∈C,‖x‖→∞

e(F(x), F(x0))

‖x− x0‖
< 1.
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Lorsque F est univoque i.e. F(x) := {f(x)} où f : C → X est une application, on re-
trouve la définition d’une application asymptotiquement contractante sur C donnée
dans [8] comme une variante de la notion introduite dans [4].

Si e(F(x), F(x′)) <∞ pour tous x, x′ ∈ C (en particulier, si F est à valeurs bornées)
alors la condition (1) est indépendante du choix de x0 ∈ C : en effet, soit x1 ∈ C

(x1 6= x0). Comme e(F(x), F(x1)) ≤ e(F(x), F(x0)) + e(F(x0), F(x1)) on a

e(F(x), F(x1))

‖x − x1‖
≤ (

e(F(x), F(x0))

‖x− x0‖
+
e(F(x0), F(x1))

‖x− x0‖
)
‖x− x0‖
‖x− x1‖

,

et

lim sup
x∈C, ‖x‖→∞

e(F(x), F(x1))

‖x− x1‖
≤ lim sup
x∈C, ‖x‖→∞

e(F(x), F(x0))

‖x− x0‖
< 1.

Rappelons qu’une multiapplication F : C→ 2X est non-dilatante si pour tous x, x′ ∈
C, on a

(2) F(x) ⊂ F(x′) + ‖x− x′‖BX,
où BX est la boule unité fermée dans X tandis que F est demi-fermée si son graphe
Gr(F) := {(x, y) ∈ C× X : y ∈ F(x)} est séquentiellement fermé dans l’espace produit
C× Xmuni de la topologie faible dans C et de la topologie de la norme dans X, i.e.

((xn, yn))n ⊂ Gr(F), (xn) ⇀ x ∈ C et (yn) → y =⇒ y ∈ F(x).

Proposition 1.2. — Soit X un espace de Banach réflexif et soitC un sous-ensemble convexe
fermé de X. Soit F : C→ 2X une multiapplication à valeurs fermées, non vides, non-dilatante
et satisfaisant la condition (1) en un point x0 ∈ C tel que F(x0) soit borné. Si F(C) ⊂ C et si
I− F est demi-fermée alors F admet un point fixe.

Démonstration : Soit x0 ∈ C tel que F(x0) soit borné. Considérons une suite (θn)

dans (0, 1) telle que (θn) → 1. Définissons, pour tout n ∈ N, la multiapplication
Fn : C→ 2X par

(3) Fn(x) := θnF(x) + (1 − θn)x0.

Comme F(C) ⊂ C et comme C est convexe on a Fn(C) ⊂ C. D’autre part, pour
x, x′ ∈ C et vn ∈ Fn(x), il existe, d’après (3), un ∈ F(x) tel que vn = θnun+(1−θn)x0
et il existe, d’après (2), u′

n ∈ F(x′) tel que ‖un − u′
n‖ ≤ ‖x− x′‖. Donc pour v′n =

θnu
′
n + (1− θn)x0 ∈ Fn(x′), on a

‖vn − v′n‖ ≤ θn ‖x − x′‖ ,
ce qui montre que Fn est θn-contractante dans C, i.e.

∀x, x′ ∈ C Fn(x) ⊂ Fn(x′) + θn ‖x− x′‖BX.
Le théorème de Nadler [6] assure alors l’existence d’un point fixe de Fn dans C. Soit,
pour tout n, xn ∈ C tel que xn ∈ Fn(xn). D’après (3), il existe yn ∈ F(xn) tel que :

(4) xn = θnyn + (1− θn)x0,
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donc

(5) (1− θn)(x0 − yn) = xn − yn ∈ (I− F)(xn).

Remarquons d’abord que si la suite (xn) est bornée, la conclusion de la proposition
est immédiate. En effet, (xn) étant bornée dans un espace de Banach réflexif, elle
admet une sous-suite, notée encore (xn), convergeant faiblement vers un point x̄.
Comme la suite (xn−yn) converge vers 0 (car (yn) = (x0+θ

−1
n (xn−x0)) est bornée

d’après (4)), on conclut, par l’hypothèse de fermeture, que 0 ∈ (I− F)(x̄) avec x̄ ∈ C,
i.e. que x̄ est un point fixe de F.

Ainsi, pour achever la preuve de la proposition, il suffit de montrer que (xn) est
bornée. Supposons le contraire ; il existe donc une sous-suite, notée encore (xn), telle
que (‖xn‖) → ∞. Comme la condition (1) est satisfaite il existe c ∈]0, 1[ et ρ > 0 tels
que

∀x ∈ C, ‖x‖ ≥ ρ : e(F(x), F(x0)) < c ‖x− x0‖ .

Pour n assez grand on a θn > c et ‖xn‖ ≥ ρ donc

d(yn, F(x0)) < c ‖xn − x0‖ .

Il existe donc une suite (zn) dans F(x0) qui sera bornée telle que

‖yn − zn‖ ≤ c ‖xn − x0‖ .

D’autre part, des égalités (4) et (5), il vient :

‖xn‖ ≤ ‖xn − yn‖+ ‖yn − zn‖+ ‖zn‖ ,
≤ (1− θn) ‖x0 − yn‖+ c ‖xn − x0‖+ ‖zn‖ ,
≤ ((1− θn)θ

−1
n + c) ‖xn − x0‖+ ‖zn‖ .

Divisant par ‖xn‖ , on obtient

1 ≤ (θ−1n − 1+ c)(1 +
‖x0‖
‖xn‖

) +
‖zn‖
‖xn‖

.

Passant à la limite, en sachant que (‖zn‖) est bornée, que (‖xn‖) → ∞ et (θn) →
1, une contradiction en découle. Donc la suite (xn) est bornée et la proposition est
démontrée.
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2. Théorème de coincidence en analyse multivoque

Le résultat précédent peut être généralisé au cas d’une coïncidence entre deux cor-
respondances. Pour illustrer la souplesse de l’analyse multivoque, nous nous conten-
terons d’établir une généralisation du célèbre théorème de Nadler ([6]). Donnons
pour cela une définition précise.

Définition 2.1. — Soient X un ensemble, Y un espace vectoriel et soient F,G : X→ 2Y

deux multiapplications. On dira que F et G "présentent une coincidence" dans X s’il
existe un point u ∈ X tel que

0 ∈ (G− F)(u).

Le point u est appelé point de coincidence de F et G.

Remarquons que lorsque Y = X etG est la multiapplication définie parG(x) := {x}

pour x ∈ X, on obtient la définition de point fixe de la multiapplication F. Observons
aussi que la relation 0 ∈ (G− F)(u) s’écrit encore F(u) ∩G(u) 6= ∅, de sorte que deux
applications f, g : X → Y présentent une coincidence dans X si, et seulement si, il
existe un point u ∈ C tel que f(u) = g(u).

Proposition 2.2. — Soient X un ensemble non vide, Y un espace de Banach et soient F,G :

X→ 2Y deux multiapplications à valeurs non vides telles que

(6) ∃λ ∈]0, 1[, ∀(x, y), (x′, y′) ∈ Gr(G) d(F(x), F(x′)) ≤ λ ‖y− y′‖ .
Si F est à valeurs fermées et si G(X) est fermé et contient F(X), alors F et G admettent un
point de coincidence x̄ ∈ X.

Si, de plus Y = X et s’il existe ȳ ∈ G(x̄) ∩ F(x̄) tel que

(7) G(x̄) ⊂ G(ȳ) et G(F(x̄)) ⊂ F(ȳ),
alors ȳ est un point fixe commun de F et G.

Démonstration : Soit H : G(X) → 2Y donnée par H := F ◦G−1, soit

H(y) := {z ∈ Y : ∃x ∈ X, y ∈ G(x), z ∈ F(x)}.
La relation (6) assure queH est une multiapplication contractante de taux λ.De plus,
H est à valeurs fermées car pour tout y ∈ G(X) et tous x, x′ ∈ G−1(y) on a F(x) =

F(x′), de sorte que H(y) = F(x).
Le théorème de Nadler assure qu’il existe y ∈ G(X) tel que y ∈ H(y). Ainsi, pour

tout x ∈ G−1(y) on a y ∈ F(x) ∩G(x).

Remarque 2.3. — : Si G(x̄) ⊂ G(ȳ) et G(F(x̄)) ⊂ F(ȳ) alors ȳ est un point fixe com-
mun de F et G car on a alors y ∈ G(x) ⊂ G(ȳ) et y ∈ G(y) ⊂ G(F(x̄)) ⊂ F(ȳ).

Si de plus F et G sont les multiapplications dont le graphe coicide avec le graphe
d’applications f et g les inclusions précédentes se traduisent par

g(x̄) = g2(x̄) et g(f(x̄)) = f(g(x̄)).
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On obtient alors le résultat de Pathak-[7, Prop. 4] donné dans le cas univoque.
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