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Résumé. — Soit k un corps local. Nous décrivons les sous-groupes discrets de SL; (k) x
SL; (k) qui agissent librement, proprement et cocompactement sur SL; (k) par translation
a gauche et a droite, et nous étudions leur déformation. Pour k = R, ceci s’applique a
la géométrie lorentzienne et plus particulierement aux variétés anti-de Sitter compactes
de dimension trois. Pour k = Qyp, cela permet notamment de décrire les quotients des
quadriques p-adiques de dimension trois.

1. Motivations

Soit G’/G un espace homogene, oit G’ est un groupe de Lie linéaire réel et G
un sous-groupe fermé de G'. Il est naturel de s’intéresser aux variétés compactes
localement modelées sur G’/G, et notamment & la classe importante des quotients
compacts MN'\G'/G, o I" est un sous-groupe discret de G’ dont l’action sur G’/G est
propre et libre (afin que N\ G’/G soit une variété). La condition de propreté impose
de fortes restrictions sur I' lorsque H n’est pas compact : il suffit pour s’en convaincre
de considérer 'exemple de G’ = SL;(R) et du sous-groupe G des matrices unipo-
tentes triangulaires supérieures, pour lequel tout groupe discret agissant proprement
sur G’/G est fini. En revanche, la condition de liberté n’est pas trés contraignante,
car si le groupe T" agit proprement et cocompactement sur G’/G, il admet toujours
un sous-groupe d’indice fini sans torsion ; autrement dit, M\G’/G admet toujours un
revétement fini par une variété compacte.

La théorie des quotients compacts d’espaces homogenes trouve ses origines dans
I'étude des groupes discrets d’isométries d’espaces riemanniens symétriques et dans
celle des variétés pseudo-riemanniennes complétes de courbure constante. A la fin
des années 1980, T. Kobayashi a initié 1'étude générale des quotients compacts d’es-
paces homogenes réels. Depuis, les questions d’existence, de description et de dé-
formation de quotients compacts ont suscité de nombreux travaux et le développe-
ment de méthodes variées, bien que de nombreuses questions restent ouvertes a ce
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jour : par exemple celle de I'absence de quotients compacts de SL,, (R)/SL, (R) pour
n>m>2

Dans cet exposé nous considérons les espaces homogenes de la forme (G x G)/Ag,
ol G est un groupe semi-simple connexe de rang relatif un sur R, ou plus générale-
ment sur un corps local k, et olt Ag est la diagonale de G x G. De maniere équivalente,
nous nous intéressons aux sous-groupes discrets de G x G qui agissent proprement
sur G par translation a gauche et a droite. Dans la suite nous nous concentrons sur
I'exemple de G = SL; (k).

2. Description des quotients compacts de (G x G)/Ag

Soit k un corps local, c’est-a-dire R, C, un corps p-adique ou le corps Fq((t)) des
séries de Laurent formelles a coefficients dans un corps fini Iy, et soit G = SL; (k)
(ce qui suit se généralise & un groupe de Lie linéaire semi-simple réel connexe G de
rang réel un ou a 'ensemble G des k-points d"un k-groupe algébrique semi-simple
connexe de k-rang un).

Rappelons que G = SL, (k) admet une décomposition de Cartan G = KATK, ot K
est un sous-groupe compact maximal de G et A* une chambre de Weyl d’un sous-
groupe de Cartan de G (ou de I'ensemble des k-points d"un tore déployé maximal).
Par exemple, pour k = R (resp. k = C) on peut prendre K = SO(2) (resp. K = SU(2))
et At ={diag(a,a "), a > 1}:la décomposition G = KA K résulte alors de la dé-
composition polaire et de la réduction des matrices symétriques (resp. hermitiennes).
Pour k = Q, on peut prendre K = SL;,(Z,,) et AT = {diag(a, a ), lalp > 1} :1a dé-
composition G = KATK résulte alors du théoreme de la base adaptée. Ceci permet
de définir une application continue et propre u: G — R, appelée projection de Car-
tan, comme “le logarithme de la projection sur A*”. Par exemple, pour k = R ou C
le réel pu(g) est le logarithme de la plus grande valeur propre de *gg; pour k = Qy,
sip™g € Ma(Zp) ona u(g) = va(ag/aé)l, ol ag4 et aé sont les facteurs invariants
dep™getouvy : Qp — Z estla valuation p-adique.

Donnons tout d’abord une description des sous-groupes discrets sans torsion
de G x G qui agissent proprement sur G par translation a gauche et a droite.

Théoréme 2.1. — Soient k un corps local et G = SL; (k). A la permutation prés des deux
facteurs de G x G, les sous-groupes discrets sans torsion de G x G agissant proprement sur G
par translation a gauche et a droite sont les graphes de la forme

rg ={(v,e(v)), vy €To},

oit Ty est un sous-groupe discret de G et p : o — G un morphisme de groupes admissible,
au sens oit pour tout R > 0 ona p(p(y)) < u(y) — R pour presque tout y € TIp.

On dit ici qu'une propriété est vraie pour presque tout vy € T si elle I'est pour
tout vy € Iy en dehors d’un ensemble fini. La condition d’admissibilité signifie que
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I'ensemble (1 x p)(I§) est essentiellement situé sous la diagonale de Rt x R* (a un
nombre fini de points pres) et qu'il “s’éloigne de la diagonale a 'infini”.
Y. Benoist [1] a montré, & travers son critére de propreté, que de maniere générale la
propreté d'une action sur un espace homogene se voit sur une projection de Cartan.
Voici une condition nécessaire et suffisante de cocompacité.

Théoréme 2.2. — Soient k un corps local et G = SL; (k). Soient Ty un sous-groupe discret
de type fini sans torsion de G et p : Ty — G un morphisme admissible. Le quotient TS\ (G x
G)/Ag est compact si et seulement si le quotient To\G Iest.

Pour k = R ou C, le théoréme 2.2 résulte d'un argument de dimension cohomolo-
gique [7]. Pour k ultramétrique, il résulte d"un raisonnement géométrique sur l'arbre
de Bruhat-Tits de G [5]. Rappelons que pour G = SL;(Q,) par exemple, I'arbre de
Bruhat-Tits est un arbre régulier X de valence p + 1; ses sommets s’identifient aux
classes d’homothétie (modulo @;) de sous-Zp-modules libres de rang 2 de Q2, ce
qui permet de définir une action naturelle de G sur X par isométries.

Les théoremes 2.1 et 2.2 permettent en particulier de construire de nombreux
exemples de quotients compacts non standard de (G x G)/Ag, c’est-a-dire de quo-
tients compacts par des sous-groupes qui ne sont pas de la forme Iy x {1} ou {1} x Tp.
Pour G = SL;(R) les premiers exemples ont été construits par Goldman [3].

3. Déformation des quotients compacts de (G x G)/Ag

3.1. Le cas ultramétrique. — L'une de nos motivations est le fait que pour G =
SL,(Qy), 'espace homogene (G x G)/Ag s’identifie a la quadrique de Qé d’équation
x? +x3 —x% —x3 = 1. Cette derniére est la seule quadrique de Qé dont la description
des quotients compacts n’était pas connue.

Concernant la déformation de ces quotients, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 3.1. — Soient k un corps local ultramétrique, G = SL; (k) et T" un sous-groupe
discret de type fini sans torsion de G x G agissant proprement et cocompactement sur G par
translation a gauche et a droite. 1l existe un voisinage U C Hom(I, G x G) de l'inclusion
naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour tout ¢ € U, le groupe @(T") soit
discret dans G x G et agisse proprement et cocompactement sur G.

Pour tout arbre réel simplicial X et toute isométrie g € Isom(X), notons A(g) =
infyex d(x, g - x) la longueur de translation de g. Rappelons que si Iy est un sous-
groupe discret sans torsion de Isom(X), alors pour touty € Ip \ {1} ona A(y) > Oetil
existe une unique droite géodésique A, de X (I'axe de translation de y) sur laquelle y
agit par translation (de longueur A(y)). Via la théorie de Bruhat-Tits, le théoreme 3.1
est une conséquence du résultat suivant sur les arbres.
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Proposition 3.2. — Soient X et X' deux arbres réels simpliciaux, Ty un sous-groupe discret
sans torsion de Isom (X) tel que le quotient To\X soit un graphe fini et p : Ty — Isom(X’)
un morphisme de groupes.

(1) La borne inférieure C,, des constantes de Lipschitz d’applications p-équivariantes de X
dans X' est finie et atteinte.

(2) Fixons un point xo € X et soit F le sous-ensemble fini de Ty \ {1} formé des éléments y
tels que d(xo,Y - x0) < 4L, oit L est la longueur totale des arétes du graphe fini To\X. Pour
toute application p-équivariante et C,-lipschitzienne f : X — X/, il existe y € F tel que f
soit affine de constante C, sur A,. Ona

Ap(v)) Ap(v))

su ———~* = max ————= = C,.
veb A T RE A P

(3) Le morphisme p est admissible si et seulement si C, < 1.

On ditici que f : X — X’ est p-équivariante si f(y - x) = p(y) - f(x) pour touty € Tp
et tout x € X; on dit que p : Ty — Isom(X’) est admissible si pour tout x5 € X’ et
tout R > Oona d(x}, p(y) - x5) < d(xo,v - X0) — R pour presque tout y € To.

Soit Iy un sous-groupe de type fini sans torsion de G. D’apres la proposition 3.2
(appliquée a I’arbre de Bruhat-Tits de G), I'admissibilité d'un morphisme p : Iy — G
est déterminée par un nombre fini de conditions ouvertes, donc I'ensemble des mor-
phismes admissibles est ouvert dans Hom(I, G). On en déduit le théoreme 3.1.

Soit nn le rang du groupe libre I'. La proposition 3.2 implique l'existence d’une
“distance asymétrique” sur l'outre-espace de rang n, et 'équivalence entre deux dé-
finitions différentes de cette distance asymétrique. Rappelons que 'outre-espace est
un ensemble de classes d’équivalence de graphes métriques finis connexes normali-
sés et marqués par un groupe libre F,, a n générateurs.

3.2. Variétés anti-de Sitter compactes de dimension trois. — Les variétés anti-de
Sitter compactes de dimension 3, ou variétés lorentziennes compactes de dimen-
sion 3 de courbure constante strictement négative, sont compleétes [6]. A une iso-
métrie, a la renormalisation de la métrique et a un revétement fini pres, ce sont les
quotients compacts de (G x G)/Ag pour G = SL,(R). Nous précisons leur descrip-
tion (cf. [6], [9], [10]) en démontrant le résultat suivant.

Théoreme 3.3. — Soit Ty un réseau cocompact de G = SL, (R) (i.e. un sous-groupe discret
tel que To\G soit compact). Un morphisme p : Ty — G est admissible si et seulement s’il
existe des constantes C < 1et C' > 0 telles que w(p(y)) < Culy) + C’ pour touty € Tp.

Le théoreme 3.3 est une conséquence du résultat suivant sur les applications lip-
schitziennes du plan hyperbolique H?.
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Théoreme 3.4. — Soit Iy un réseau cocompact sans torsion de G = SL;(R), soit p : Ty —
G un morphisme de groupes et soit f : H? — H? une application p-équivariante et lipschit-
zienne de constante de Lipschitz C, minimale. Si C, > 1, il existe une droite géodésique
de H? sur laquelle f est affine de constante C,,.

Le théoreme 3.4 permet de généraliser un résultat de Thurston [11] sur I'équiva-
lence entre deux définitions d'une distance asymétrique sur 1’espace de Teichmiiller
de la surface I',\H?. On obtient également une nouvelle démonstration du résultat
suivant.

Corollaire 3.5. — Soit G = SL,(R) et soit I un sous-groupe discret sans torsion de G x G
agissant proprement et cocompactement sur G par translation a gauche et a droite. 1l existe
un voisinage U C Hom (T, G x G) de I'inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et
tel que pour tout ¢ € U, le groupe @(T) soit discret dans G x G et agisse proprement et
cocompactement sur G.
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