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Résumé. — Nous étudions ici la limite thermodynamique d’un cristal quantique pério-
dique à température nulle, avec le modèle de Hartree-Fock réduit. Lorsque le cristal ne
possède aucun défaut, la convergence de l’énergie par unité de volume et de la densité
électronique a déjà été prouvée par Catto, Le Bris et Lions [5]. Nous présenterons les dé-
marches mises en œuvre pour étudier le cas où un défaut est introduit.

1. Introduction

Nous mettons en place un modèle permettant de décrire une infinité d’électrons
quantiques dans un cristal périodique, perturbé ou non par un défaut.

Les applications industrielles sont multiples. Par exemple, une telle situation est
rencontrée lors de l’étude à l’échelle macroscopique des effets de l’endommagement
par irradiation des aciers de cuve dans les centrales nucléaires [2, 13]. De façon très
schématique un neutron issu du cœur du réacteur percute un atome de l’acier de
cuve, qui acquiert brutalement beaucoup d’énergie et va à son tour percuter les
atomes environnants comme dans un billard. Il s’ensuit une sorte de réaction en
chaîne (cascade atomique), jusqu’à ce que le réseau retrouve un état d’équilibre.
Après un certain laps de temps (de l’ordre de la nanoseconde), des défauts locali-
sés se forment tandis que le reste du réseau retrouve en première approximation son
état ordonné initial. La présence de ces défauts modifie naturellement les propriétés
macroscopiques du matériau (sa plasticité par exemple). Pour calculer ces dernières
il est donc indispensable de tenir compte de ces défauts ponctuels.

Les difficultés mathématiques d’un tel modèle ont deux principales sources :
d’abord, lors de la modélisation, l’état des électrons sera représenté par un projec-
teur γ de rang infini car le cristal comporte une infinité d’électrons en interaction,
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ce qui complique grandement le modèle et son étude. Ensuite, l’énergie du système
dans l’état γ sera une fonctionnelle non linéaire en la variable γ, et souvent même
non convexe, ce qui rend les preuves d’existence de minima plus difficiles.

Nous allons décrire une partie de ce qui sera contenu dans [8], les résultats ayant
été obtenus sous la direction de E. Cancès et en collaboration avec M. Lewin. Ce
travail est inspiré d’une étude effectuée par Hainzl, Lewin, Séré et Solovej [9, 10, 11]
dans laquelle le comportement du vide quantique relativiste de Dirac en présence
d’un champ extérieur est modélisé de façon similaire à celui de la mer de Fermi (les
électrons du cristal) en présence du défaut cristallin.

2. Modèles non linéaires de cristaux périodiques

En mécanique quantique, un système à N électrons est décrit par une fonction
d’onde antisymétrique de N variables ψe ∈ ∧N

i=1H
1(R3), de norme égale à 1

dans L2(R3N), |ψe(x1, ..., xN)|2 s’interprétant comme la densité de probabilité de
trouver les N électrons en x1,...,xN. Dans le modèle de Hartree-Fock, cette fonction
d’onde est supposée pouvoir s’écrire sous la forme d’un déterminant de Slater de
N fonctions d’onde monoélectroniques orthonormées φi, appelées orbitales molé-
culaires : ψe(x1, ..., xN) = (N!)−1/2 det(φi(xj)), voir par exemple [4, 12]. A toute
fonction d’onde ψe de ce type, on associe une matrice densité γ, définie par son
noyau γ(x, x ′) =

∑N
i=1 φi(x)φi(x

′) et qui n’est autre que le projecteur orthogonal
sur Vect{φi, i = 1...N} dans L2(R3). La densité de charge des N électrons s’écrit
alors ρψe

(x) = γ(x, x) =
∑N
i=1 |φi(x)|

2. Dans le cas des cristaux, on considère une
infinité d’électrons quantiques en interaction avec des noyaux chargés positivement,
placés sur un réseau périodique. On ne peut alors décrire les électrons par une
fonction d’onde et on utilise à la place leur matrice densité γ, qui est dans ce cas
un projecteur orthogonal de rang infini. Pour toute base orthonormée (ϕn)n≥1
de Im(γ), γ s’interprète comme la matrice densité d’un déterminant de Slater in-
fini formé à partir des ϕn. La densité électronique associée s’écrit formellement
ργ(x) = γ(x, x) =

∑
n≥1 |ϕn(x)|

2 ∀x ∈ R3.
Pour simplifier l’exposé, nous supposerons dorénavant que le réseau non per-

turbé est Z3 et que chaque proton a une charge égale à 1. Notons µper la densité
périodique des noyaux, qu’on supposera sous la forme µper(x) =

∑
z∈Z3 n(x + z) où

n est une fonction de classe C∞ à décroissance rapide et d’intégrale égale à un. Le
cas de noyaux ponctuels correspondrait à n = δ, la mesure de Dirac. Nous suppo-
serons également qu’il existe un défaut au sein du réseau (comme un noyau plus
lourd ou plus léger que les autres par exemple), créant un potentiel électrostatique
W. L’énergie formelle des électrons dans l’état γ dans le modèle Hartree-Fock a alors
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l’expression

EWHF(γ) = trL2(R3)

((
−
∆

2
− µper ∗

1

|x|
+W

)
γ

)
+
1

2

∫

R3

∫

R3

ργ(x)ργ(y)

|x− y|
dxdy

−
1

2

∫

R3

∫

R3

|γ(x, y)|2

|x− y|
dxdy+

1

2

∫

R3

∫

R3

µper(x)µper(y)

|x− y|
dxdy.

Cette expression n’est pas bien définie mathématiquement et le but de cette note
sera précisément de montrer comment on peut donner un sens à cette formule.
L’énergie comporte quatre termes, le premier regroupe l’énergie cinétique du sys-
tème et l’interaction électrostatique entre noyaux et électrons. Le deuxième corres-
pond à la répulsion coulombienne, qui peut être interprétée comme l’énergie cou-
lombienne classique de la densité électronique moyenne ργ. Le troisième terme, dit
terme d’échange, décrit également l’interaction entre les électrons. Il est d’origine
purement quantique et provient de l’antisymétrie de la fonction d’onde. Le dernier
terme de l’énergie est l’énergie Coulombienne d’interaction des noyaux. Formelle-
ment, un minimum γ de EWHF(·), sous la contrainte que le système est globalement
neutre (ie. il y a en moyenne un électron par cellule), représente l’état de la mer de
Fermi (l’infinité d’électrons du cristal) en présence du défaut W. Si W = 0, on s’at-
tend à obtenir une densité ργ périodique [7] alors que si W 6= 0, on imagine plutôt
obtenir une densité qui sera la perturbation d’une fonction périodique : la mer de
Fermi se polarise en présence du défaut cristallin.

La méthode traditionnelle pour donner un sens mathématique à cette énergie est
l’utilisation d’une limite thermodynamique [1, 6] : on restreint le système à un do-
maine bornéΩ ⊂ R3, dans lequel on peut donner un sens à tous les termes ci-dessus.
Puis on étudie la limite de l’énergie par unité de volume (l’énergie obtenue dans Ω,
divisée par le volume de Ω) et de la suite des matrices de densité γΩ minimisant
l’énergie, lorsque |Ω|→ ∞. Si la suite γΩ converge vers un projecteur γ au sens des
opérateurs, γ sera interprété comme la matrice densité du système infini. Toutefois,
la limite de l’énergie par unité de volume ne devrait pas dépendre de W, c’est le
terme suivant du développement asymptotique quand |Ω| → ∞ qui dépend de W.
L’identification de ce terme est importante pour la compréhension du processus de
passage du modèle microscopique restreint àΩ au modèle macroscopique (le cristal
infini).

Même dans le cas sans défaut, Hartree-Fock est un modèle difficile qui n’est
pas encore totalement compris, voir [7] pour de premiers résultats. Pour cette
raison nous nous restreindrons à un modèle simplifié dans lequel on néglige le
terme d’échange (on parle de modèle Hartree-Fock réduit [14]). L’énergie devient alors
(formellement) convexe et s’écrit

EWRed(γ) = trL2(R3)

((
−
∆

2
+W

)
γ

)
+
1

2

∫

R3

∫

R3

(ργ − µper)(x)(ργ − µper)(y)

|x− y|
dxdy
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Il y a plusieurs possibilités pour définir un tel modèle dans un domaine Ω. Dans
[5, 6], Catto, Le Bris et Lions ont posé le modèle de Hartree-Fock réduit dans tout
l’espace pour les électrons et dans un domaine borné Ω pour les noyaux, domaine
qu’ils font ensuite grandir. Ils ont ainsi démontré l’existence de la limite thermody-
namique quand W = 0 et identifié le modèle limite. Leur preuve de convergence
est fortement basée sur le caractère convexe de la fonctionnelle d’énergie et ne s’ap-
plique pas pour le modèle Hartree-Fock général. Pour ce dernier, ils ont aussi étudié
dans [7] la limite présupposée, mais la convergence vers celle-ci n’est pas démontrée
pour l’instant.

Nous adoptons ici une autre approche qui consiste à restreindre également les
électrons au domaine Ω. Il faut alors choisir des conditions aux bords, que nous
prendrons périodiques pour simplifier, même si la limite thermodynamique ne de-
vrait en principe pas dépendre de celles-ci. Le choix de conditions périodiques au
bord est physiquement justifié et abondamment utilisé en pratique lors des simula-
tions numériques. Aussi, pour ne pas alourdir notre exposé, décrirons-nous princi-
palement le cas sans défaut qui est une adaptation facile de [5, 7] et ne décrirons que
sommairement nos résultats [3, 8] pour le cas avec défaut.

3. Cas sans défaut

Soit ΛL une “grande” cellule cubique de côté L (On prend L entier). L’espace
L2(R3) est donc remplacé par L2per(ΛL) avec conditions aux bords périodiques.
L’énergie sera désormais notée EWL (γ). Commençons par définir le potentiel de
Coulomb périodique. Soit GL solution du système





−∆GL = 4πδ0,

GL LZ3 − périodique,
minGL = 0,

GL tend uniformément vers 1
|x|

sur tous les compacts quand L → ∞. Comme dans
[7], nous remplaçons 1

|x|
par GL dans l’expression de l’énergie qui devient

E0L(γ) = trL2
per(ΛL)

(
−
∆

2
γ

)
+
1

2

∫∫

(ΛL)2
GL(x− y)(ργ − µper)(x)(ργ − µper)(y)dxdy.

Cette énergie est définie pour tout opérateur γ appartenant à

K(ΛL) =

{
γ ∈ B(L2per(ΛL)), γ = γ∗, 0 ≤ γ ≤ 1,

∫

ΛL

ργ =

∫

ΛL

µper

}
.

Bien que, physiquement, seuls les projecteurs orthogonaux (les points extrémaux de
K(ΛL)) décrivent réellement un état Hartree-Fock, il est plus simple de convexifier
cet ensemble en considérant des matrices densité généralisées appartenant à K(ΛL).
Notons que nous avons ajouté la contrainte

∫
ΛL
ργ =

∫
ΛL
µper qui signifie que le
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système est globalement neutre dans la boîte ΛL. On peut facilement montrer [3, 8]
que

E0L = inf{E0L(γ), γ ∈ K(ΛL)} > −∞,
qu’il existe au moins un minimiseur noté γL et qu’en outre la densité électronique
ργL

est unique.
Le modèle limite a été étudié dans [5, 6, 7] : une énergie par unité de volume est

définie pour les matrices densité périodiques définies sur tout l’espace, elle possède
un minimiseur γ0per, d’énergie Iper. Soit G le potentiel périodique défini de manière
unique par

−∆G = 4π

(
− 1+

∑

y∈Z3

δ(· − y)
)

et min
R3

G = 0,

δ étant la mesure de Dirac. Considérons alors l’opérateur de champ moyen

Hγ0
per

:= −
∆

2
+ (ργ0

per
− µper) ∗G.

Il s’agit d’un opérateur de Schrödinger périodique dont le spectre est composé de
bandes (voir par exemple [4]). Nous supposons qu’il existe un trou spectral entre la
première et la seconde bande de Hγ0

per
(ceci correspond à un cristal décrivant un iso-

lant). Soit ǫF un réel quelconque dans ce trou spectral. Alors γ0per satisfait l’équation
non-linéaire

(1) γ0per = χ(−∞ ,ǫF](Hγ0
per
)

c’est-à-dire que c’est le projecteur spectral sur le sous-espace propre associé à la pre-
mière bande du spectre de l’opérateur de champ moyen. Dans [7], γ0per est construit
comme le minimiseur d’une énergie volumique définie uniquement pour des opé-
rateurs commutant avec les translations de Z3 (la valeur de l’énergie minimale est
Iper). Nous renvoyons à [7] pour plus de détails concernant la construction de γ0per.

On peut alors démontrer [3, 8] que pour L assez grand, γL est un projecteur ortho-
gonal qui converge vers γ0per (en un certain sens) et que E0L/L

3 → Iper quand L→∞.
Ainsi on peut considérer physiquement que l’opérateur γ0per décrit le système infini
des électrons du cristal sans défaut.

4. Cas avec défaut

L’étude du cas sans défaut permet d’identifier la limite de l’énergie par unité de
volume E0per/L

3. Si on ajoute maintenant un défautW 6= 0, cette limite sera inchangée
car la perturbation localeW n’affecte pas le comportement macroscopique de la mer
de Fermi :

EWL ∼L→∞ IperL
3.
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Dans [3, 8], nous regardons le terme suivant du développement de l’énergie en fonc-
tion de L afin d’identifier la partie dépendant du défautW introduit. Nous montrons
que

EWL = E0L + f(W) + oL→∞ (1),

et que f(W) peut s’interpréter comme l’infimum d’une fonctionnelle d’énergie me-
surant les variations de la mer de Fermi par rapport à la solution périodique, i.e.
dépendant deQ = γ− γ0per. Cette fonctionnelle s’écrit formellement

EW(Q) = tr
(
(Hγ0

per
− ǫF)Q

)
+
1

2

∫∫
ρQ(x)ρQ(y)

|x− y|
dxdy +

∫
ρQW,

On peut donner un sens mathématique précis à cette expression en utilisant les idées
de [9, 10, 11] développées pour l’étude de la polarisation de la mer de Dirac en élec-
trodynamique quantique, en présence d’un champ extérieur. Ensuite, on peut dé-
montrer que cette énergie est minorée et qu’elle admet un minimiseur γ, solution
d’une équation non-linéaire similaire à (1). On prouve aussi que le minimiseur γL
dans la boîte de taille L converge en un certain sens vers ce γ et que le développe-
ment limité ci-dessus est vrai avec f(W) = min EW . Ce faisant, on peut donner un
sens à l’état de la mer de Fermi lorsque celle-ci se déforme en présence du défaut,
grâce à l’opérateur γ. Mais il est aussi possible d’étudier un système ou l’on ajoute de
plus des électrons localisés autour du défaut. Dans ce cas, on doit minimiser l’éner-
gie EW en ajoutant une contrainte sur l’excès de charge du système par rapport à la
mer de Fermi sans défaut (formellement c’est une contrainte sur tr(γ − γ0per)). Mais
ce problème est beaucoup plus délicat car il s’agit alors d’un problème variationnel
sous contrainte, dont la contrainte n’est pas continue pour la topologie faible adaptée
à l’énergie.

Nous désirons par la suite étudier l’implémentation numérique de ce modèle qui
pourrait se révéler très intéressante et permettrait de comprendre encore mieux les
résultats théoriques obtenus.
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