MODELISATION MATHEMATIQUE DES
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Résumé. — Nous proposons un modele de mouvements de foule basé sur une approche
Lagrangienne ot chaque individu est pris en compte. Notre objectif principal est de mo-
déliser des situations d’évacuation : plusieurs personnes se trouvent dans une salle conte-
nant des obstacles et veulent se diriger vers la sortie. Nous aboutissons a une équation
d’évolution ot intervient un opérateur multivalué. La difficulté vient du fait que, sauf
dans des cas particuliers, ce dernier n’est pas maximal monotone. Enfin, nous présentons
un schéma numérique qui permet de simuler I'évacuation de milliers de personnes hors
de salles de géométrie quelconque.

1. Présentation du modele

Le modeéle de mouvements de foule que nous proposons repose sur deux prin-
cipes. D'une part, on définit un champ de vitesses souhaitées, correspondant au
déplacement que ferait une personne seule. D’autre part, le déplacement effectif doit
respecter une contrainte d’encombrement maximal.

Les N individus sont assimilés & des disques de rayon r, repérés par les coor-
données de leurs centres : q = (q1,..,qn) € R*M. Les obstacles sont représentés
par un ensemble de segments. Par souci de clarté, on ne présente que la gestion des
contacts entre personnes mais il en est de méme des contacts entre les personnes et
les obstacles.

Les disques ne devant pas se chevaucher, le vecteur position q doit appartenir a un
ensemble de configurations admissibles :

Qo={qeR™, Vi,j Di(q)=lq:i—qjl—2r>0}.
Détaillons le premier point de notre modeéle. On définit a tout endroit M de la salle
une vitesse souhaitée Uy (M), vitesse qu’aurait une personne seule, a cette position,
désirant gagner la sortie. Cette vitesse est choisie en fonction de la géométrie de la

piece : un individu se déplacant avec cette vitesse minimise la distance a parcourir
pour atteindre la sortie. Pour les N personnes, le vecteur des vitesses souhaitées est :
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Ul(q) = (Uo(q1)y .., Uo(gqn)) € R*N.Ona représenté ci-apres une salle contenant des
obstacles et le champ des vitesses souhaitées associé. On remarque tout de suite les
endroits o1 il y aura une forte concentration de personnes.

L

\

Les personnes quand elles se déplacent, se génent mutuellement et ne peuvent avan-
cer avec leur vitesse souhaitée. Leur vitesse réelle, notée u est différente : dés qu'il y
a contact entre 2 personnes, elle ne peut qu’augmenter la distance entre elles. Pour
prendre en compte ce fait, on introduit le cone des vitesses admissibles en q :

Cq={veR™ Vi<j Dy(q=0 = Gylq) -v>0},

o1 Gyj(q) = VDjj(q) etson cone polaire: Ng = Cq° = {w e RN v e Cq v-w< O}.
Le lemme de Farkas fournit une expression plus explicite de ce dernier :

Ng = {*Z 1ijGij(q), iy =0siDyj(q) >0, pi; >0siDy(q) = 0} .

Dans notre modele, la vitesse réelle u est la projection euclidienne de la vitesse
souhaitée U sur I'ensemble des vitesses admissibles Cq : u = Pc,U. Comme Cq et
Ng sont des cones mutuellement polaires, on a : Pc, + Pn o = Id. On peut deés lors
préciser le lien entre vitesses réelle et vitesse souhaitée et aboutir & une équation
d’évolution sur la position :

uchqU(:)u: (Id*PNq)U<=>lI+PNqU=U.
On obtient alors 1'équation suivante :

(1) q+Nq 3 Ul(q).
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2. Résultats Théoriques

Dans des cas particuliers (personnes dans un couloir ou une seule personne dans
une piéce convexe), 'ensemble des configurations admissibles Qg est convexe et en
conséquence, on peut montrer que N est un opérateur maximal monotone. La théo-
rie de ces opérateurs [1] permet alors de conclure a 'existence et a I'unicité d’une
solution a I'équation d’évolution (1) vérifiant la condition initiale q(0) = qo € Qo.
Néanmoins, dans des cas plus généraux, Qo n’est plus convexe et on ne peut plus
appliquer la théorie précédente.

L’équation (1) traduit le fait que le vecteur q doit évoluer tout en restant dans
l'espace Qo. Ce point de vue revient a considérer le probleme comme un processus
de rafle introduit par Moreau [2] dans les années 70. Cependant, la présence d'un
second membre U et le défaut de convexité de Qo nous amenent a utiliser des résul-
tats récents de L. Thibault et J. F. Edmond [5]. En effet, la bonne propriété conservée
par Qo est celle de prox-régularité : plus précisément, il existe un réel r strictement
positif tel que pour tout point q a distance d < r de Qo, la projection de  sur Qo soit
bien définie. On peut montrer que notre probléme (1) se situe bien dans le cadre de
la théorie de L. Thibault et J. F. Edmond [5] et ainsi établir le résultat suivant :

Théoréme 2.1. — On suppose U Lipschitz.
Alors quel que soit qo dans Qo, il existe une unique fonction q(-) absolument continue
vérifiant :

{ q(t) +N(q(t)) > U(q(t)) pp sur 10, TI
q(0) =qo

Remarque 2.2. — 1l est a noter que le module de la vitesse réelle peut étre tres in-
férieur a celui de la vitesse souhaitée. En effet, des situations d’engorgement appa-
raissent lorsque le champ des vitesses souhaitées est concentrant, plus précisément
a divergence négative et lorsque la densité initiale des individus est suffisament
grande. Certains cas présentant des symétries parfaites peuvent méme engendrer
de véritables bouchons (voir dessin).

o * o

& ol CO

Toute brisure de symétrie dans la configuration initiale engendre la disparition de
ce blocage infini. Néanmoins, il existe une certaine stabilité vis-a-vis des conditions
initiales dans le sens o1 pour une petite perturbation de la symétrie, le temps de
sortie des deux personnes sera trés long.
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3. Présentation du schéma numérique

On propose 'algorithme suivant pour calculer a chaque pas de temps la position
des N personnes :

Initialisation : q° =qo

Boucle en temps : q" connu
u" =Pc, g (U(Q"))
ot Cr(q™) ={ve R*N, Vi <j, Dy(q") +hGy(q™) - v > 0}
qn+1 — qn +hun

u™ est approché numériquement par l'algorithme d’Uzawa.

Pour démontrer leurs résultats théoriques, les auteurs de [5] ont construit une
solution approchée en utilisant le fait qu’a une distance suffisamment petite de
Qo, la projection sur celui-ci était bien définie. Cependant, il ne semble pas aisé de
calculer numériquement la projection d'un point sur Qo. Si l'on interpréte notre
algorithme en terme de position, on a:

qn+1 = PK(qn)(qn + hU(qﬂ))
ouK(q") = {q € R*™, Vi <j, Dij(q") + Gy(q™) - (@ —q") > 0}

On projette en fait sur K(q™) qui est une “approximation convexe” de Q. Sur la fi-
gure ci-dessous, ses frontieres sont en pointillé. Les points "' et §**' sont obtenus
respectivement apres projection sur K(q™) et sur Qo de q™ + hU(q™) (pour les deux
exemples de U(q™)).
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4. Résultats Numériques

Il s’agit ici de I'évacuation d’environ 1000 personnes d'un batiment composé de
deux salles reliées par un couloir. Le champ des vitesses souhaitées a été représenté
dans la premiére section. Le pas de temps h est fixé de telle sorte que les disques
tentent en un pas de temps de parcourir une distance égale a une fois et demi leur
rayon. La variable t compte le nombre de pas de temps.
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