A PROPOS D’ANOMALIES
EN MATHEMATIQUE ET EN PHYSIQUE

Sylvie Paycha

Résumé. — Nous montrons comment des anomalies « traciales » du cdté des mathéma-
tiques peuvent se manifester en théorie des champs. Cette présentation est basée sur un
article en collaboration avec A. Cardona et C. Ducourtioux [4].

Introduction

Le terme d’anomalie prend des sens différents selon le domaine d’application,
mais dans tous les cas il s’agit d’une obstruction au sens large du terme. L’objectif de
cet article est de relier les anomalies traciales du c6té des mathématiques a certaines
anomalies en théorie des champs du coté de la physique.

Par anomalies traciales, nous entendons des obstructions provenant de I'utilisation
de « traces régularisées » qui étendent la trace ordinaire des matrices a I'algébre des
opérateurs pseudodifférentiels classiques. Elles dépendent d’un opérateur elliptique
gue I'on appellera le poids, et bien qu’elles soient de ce fait non traciales, nous les ap-
pellerons par abus de langage « traces pondérées » [14], [5]. A ces anomalies traciales
est reliée I'anomalie multiplicative [9], [13], [6] du déterminant  qui étend le détermi-
nant des matrices a une classe d’opérateurs pseudodifférentiels classiques; c’est un
« déterminant régularisé » de maniére tout a fait analogue aux traces régularisées,
qui n’est pas multiplicatif contrairement au déterminant ordinaire.

Bien que porteurs d’anomalies, les traces et déterminants régularisés s’avérent
trés utiles pour décrire des systemes physiques quantifiés. Nous montrerons com-
ment les anomalies « mathématiques » qui découlent de leur utilisation sont liées a
certains types d’anomalies en théorie des champs. Ces dernieres correspondent le plus
souvent a une obstruction a maintenir une symétrie lors de la quantification, c’est-a-
dire lors du passage d’une théorie classique a une théorie quantique [1], [2], [7], [12].
Nous travaillerons ici dans le cadre de la quantification fonctionnelle qui utilise des
intégrales de chemins « a la Feynman ».

51



SYLVIE PAYCHA

1. Anomalies traciales

Nous nous proposons de généraliser la trace ordinaire tr : g, (K) — K sur
I'algébre g, (K) des matrices carrées de taille (n,n) a coefficients dans un corps
commutatif K (K = R ou K = C) a une algébre d’opérateurs en dimension infinie.
Le passage de la dimension finie a la dimension infinie va se faire par I'introduction
d’une variété (que I'on prendra compacte, riemannienne et sans bord) notée M par la
suite, ce qui va nous permettre de différentier et de « pseudodifférentier ». Sans nous
attarder ici sur la notion assez technique d’opérateur pseudodifférentiel (voir I'ap-
pendice), rappelons simplement que ceux-ci généralisent les opérateurs différentiels,
et que les inverses d’opérateurs différentiels sont des opérateurs pseudodifférentiels.
Nous nous limiterons aux opérateurs pseudodifférentiels classiques, excluant ainsi
les logarithmes de beaucoup d’opérateurs différentiels. Par contre sont encore clas-
siques des crochets [log Q, A] de logarithmes d’opérateurs différentiels log Q avec
des opérateurs différentiels classiques A, et les différentielles de familles de loga-
rithmes d’opérateurs différentiels, d log Q.

Nous nous proposons donc de remplacer I’algebre g¢,, (K) ~ Hom(K") par I'al-
gebre CL(M, K™) des opérateurs pseudodifférentiels classiques agissant sur les fonc-
tions C* sur M a valeurs dans K™. Lorsque M est réduit & un point, il n’y a plus
de « place » pour différentier et C¢(M,K™) se réduit a g{, (K). Plus généralement,
on considérera un fibré vectoriel E — M basé sur M de rang n sur K et I'algébre
CL(M, E) des opérateurs pseudodifférentiels classiques opérant sur les sections C*
de E. Le cas ou E est un fibré trivial M x K™ redonne I'algébre C¢(M, K™). L’ensemble
des opérateurs pseudodifférentiels classiques agissant sur les sections d’un fibré E
vers les sections d’un fibré F sera noté C{(M, E; F). Se pose alors le probléme de rem-
placer la trace habituelle sur g¢,, (K) par une forme linéaire adéquate sur C{(M, E).

M. Wodgzicki [20] a construit une trace sur C{(M, E), appelée depuis résidu de Wod-
zicki, qui est en fait I'unique trace sur cette algebre a un facteur multiplicatif prés
si la variété sous-jacente est connexe et de dimension strictement supérieure a 1. La
terminologie « résidu » s’explique par la maniére dont on peut construire cette trace.
Etant donnés un opérateur A € C¢(M, E) et un opérateur différentiel elliptique Q
d’ordre strictement positif, que I’'on supposera positif et inversible pour simplifier,
I'opérateur AQ~—* avec z de partie réelle assez grande est « a trace » car d’ordre « as-
sez négatif ». L’application z — tr(AQ~*) s’étend en une fonction méromorphe sur
le plan complexe avec un péle simple en 0. Le résidu de Wodzicki s’obtient a partir
de ce résidu en 0 par la formule suivante :

Q) res(A) =ordQ - Res,_o tr(AQ %),

ou ord Q désigne I'ordre de I'opérateur Q. Bien que le membre de droite de (1) dé-
pende apparemment de Q, le résidu res(A) est indépendant du choix de Q. Ce résidu
de Wodzicki, qui est tracial, i.e. tel que res ([A, B]) = 0 pour tout A,B € C{(M, E), a
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de plus une propriété de localité. Il peut se représenter par une intégrale, sur la variété
sous-jacente M, d’une expression dépendant du symbole de A (le symbole permet
de définir I'opérateur par transformée de Fourier, voir I'appendice) :

2 res(A) = ﬁ JM dvol(m) (LH trm o_n(m, E,)dE,) ,

ouo_n(m,&),me M,§& e T: M, est lacomposante positivement homogéne en & de
degré —m du symbole o(m, &) de A, n étant la dimension de M, I’lhomogénéité étant
a entendre au sens suivant o_,,(m,té) = t™"o_n,(m, &) pour tout t > 0. Le résidu
de Wodzicki, qui semble donc avoir toutes les qualités requises pour pouvoir jouer,
sur I'algébre C£(M, E), le réle que jouait la trace ordinaire tr sur I’algébre g{,, (K), a
cependant un défaut de taille. Il ne « voit » pas les opérateurs de rang fini qui sont
justement ceux qui gardent la mémoire de la dimension finie; en effet si A est de
rang fini, alors res(A) est nul. Pour pallier ce probléme, nous allons laisser le résidu
de Wodzicki sur le bord du chemin pour I'instant, quitte a le retrouver plus tard au
détour d’un autre sentier, quelgue peu sinueux.

Changeons radicalement de point vue et plutdt que de prendre le résidu en zéro
de la fonction méromorphe z — tr(AQ %), retranchons-le pour ne retenir que la
partie finie (ce qui correspond a un procédé de régularisation en physique) :

tre(A) =Pf (tr(AQ ™)) __,

= (tr(AQZ) — % ResZ_o(tr(AQZ)>
z=0

La fonctionnelle linéaire sur C{(M, E) ainsi définie, que I'on appelera trace pondérée
par Q, Q étant appelé le poids, semble avoir tous les défauts.

3

- trQ n’est pas traciale. Son cobord (dans la conomologie de Hochschild) s’écrit :

(4) AtrQ(A,B) :=trQ([A,B]) = — res(A[B, log Ql),

1
ord Q
— trQ dépend du choix de Q ; étant donnés deux poids Q; et Q, d’ordres stricte-
ment positifs :
1 1
Q1 _ 1rQ2 — -
(5) tr<' (A) —tr<2(A) res (A (ordQ1 log Qq ord Q) log Q2)> .

— Par conséquent trQ ne commute pas avec la différentiation : étant donnée une
famille d’opérateurs différentiels elliptiques Q d’ordre strictement positif, parameé-
trée par une variété, nous avons la relation :

(6) [d,trQ(A) ;= (dotrQ —trQod)(A) =

_ordQ res(A dlog Q).

Les égalités (4)-(6), auxquelles nous nous référerons par le terme générique
d’anomalies traciales, appellent quelques remarques, tout d’abord sur leur histoire.
C’est dans le cadre de la physique et plus particulierement celui de la quantification
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géométrique que sont apparus le cocycle de Radul 9 trQ et son expression comme
résidu de Wodzicki (voir [10, 18]) dans le cas particulier ou Q = |D| est le module
d’un opérateur de Dirac et M de dimension 1. Melrose et Nistor [11] ont généralisé
cette formule & une dimension quelconque et a des poids Q plus généraux. Dans [5]
nous avons fait cette méme généralisation sans avoir eu connaissance des résultats
de [11], et ce sur la base d’une formule de Kontsevich et Vishik [9],
Res,_o tr(A(z)) = —ﬁ res(A(0)),

reliant plus généralement le résidu complexe en 0 de fonctions du type z — tr(A(z)),
ou A(z) est une famille holomorphe d’opérateurs pseudodifférentiels classiques, au
résidu de Wodzicki res (A(0)), a(z) désignant I'ordre de A(z) et a’ la dérivée de a.
C’est aussi sur la base de cette méme formule de Kontsevich et Vishik que nous avons
pu établir dans [5] les formules (5) et (6). Voici maintenant quelques remarques utiles
pour comprendre les formules (4) a (6).

— Les résidus de Wodzicki des membres de droite de (4), (5) et (6) sont bien définis
puisque nous avons observé que les crochets du type [A, log Q], les différences et les
différentielles dlog Q sont classiques malgré le fait que log Q lui-méme ne le soit pas.

— Ces formules donnent des expressions « locales » des anomalies traciales au sens
de la propriété de localité du résidu explicitée dans (2).

Ayant laissé de coté le résidu de Wodzicki, nous le voyons donc réapparaitre
comme obstruction a la tracialité de trQ et a la possibilité d’échanger différentia-
tion d et trace pondérée trQ. Il semble donc n’y avoir aucun argument en faveur des
traces pondérées (terminologie abusive puisqu’elles ne sont pas traciales, mais qui
s’avéere bien pratique). Elles présentent cependant I’énorme avantage de conserver
la mémoire de la dimension finie, au sens ou elles coincident avec la trace ordinaire
des opérateurs de rang fini,

rg(A) < co = tre(A) =tr(A).
Rendons-leur justice en observant qu’elles ont de plus une propriété de covariance
qui s’avérera bien utile par la suite :

tr® 'QC(CTTAC) = tr(A),

A étant un pseudo-différentiel classique quelconque, C un pseudo-différentiel inver-
sible.

2. Les déterminants ¢ : anomalies la encore

Apres les traces, ¢’est maintenant aux déterminants d’entrer en scéne. lls sont tres
intimement liés aux traces par la formule

@) detQ =expotrologQ,
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qui vaut pour toute matrice Q € GL, (K), I'ensemble des matrices carrées de taille
(n,m) inversibles a coefficients dans K.

Il est donc naturel de chercher quel type de déterminant peut s’obtenir de ma-
niére analogue a partir de traces pondérées. Pour cela, il est utile de généraliser la
notion de trace pondérée aux logarithmes d’opérateurs elliptiques classiques. Sui-
vons la démarche adoptée dans [6] et commengons par définir trQ(log Q) ou Q est
supposé elliptique admissible, ce qui correspond a une condition d’existence d’une
coupure spectrale (il s’agit d’'une condition technique qui permet de s’assurer que
les logarithmes et les puissances complexes de tels opérateurs ont bien un sens). Un
opérateur autoadjoint est admissible, et a fortiori un opérateur autoadjoint positif
I'est aussi. La fonction z — tr(log QQ =) = —L tr(Q2) = —L ((z), ot on a posé
Cq(z) :== tr(Q™*), admet une limite en 0 ce qui permet de définir la trace pondérée
trQ(log Q) := lim, o tr(log QQ 7). Compte tenu du fait que la différence (pondérée
par les ordres) de deux logarithmes est un opérateur classique, on peut poser, pour
un opérateur elliptique A admissible d’ordre strictement positif,

ord A
ord Q

ord A
ord Q

trQ(logA) := trQ(log Q) + trQ(log A — log Q).

La formule d’anomalie (5) s’étend aux logarithmes de la facon suivante [13], [6] :

(8) trQ (logA)—trQ(logA)
1 ord A logQ: log Q2
-7z K'OQA_ ord Q, 'OQQ‘) (ord Q  ord Qz)]
1 ord A log Q log Q2
2™ KlogA— ord Q, log Qz) (ord Q: ord Qz)]

et donne donc a nouveau lieu a un terme de résidu.

Le déterminant ¢ se définit alors tout naturellement en remplagant dans (7) tr par
trQ .

9) det;Q :=expo tr%olog(Q) = exp (—((0)).

La dépendance en Q de la trace pondérée trQ dans le membre de droite de (9) est
source de multiples difficultés. Elle donne en particulier lieu a I'anomalie multiplica-
tive traduisant le fait que det;(AB) # det; A det; B, anomalie qui fait I’objet de I’ar-
ticle de Kontsevich et Vishik [9] mentionné plus haut, ainsi que de [13], [6]. Si A et
B sont deux opérateurs elliptiques qui commutent et qui sont suffisamment proches
(dans un sens spectral que nous éludons ici) d’opérateurs positifs et de plus d’ordres
strictement positifs, alors I'anomalie multiplicative

det; (AB)

Fe(A,B) = det;(A) det, (B)
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s’écrit a I’aide de la formule d’anomalie traciale (8) :

logF:(A,B) = (%trAB(IogA) —trA(IogA)) + (%trAB(Iog B) —tr®(log B))
T ordA-ordB logA logB
(10) ~ ZJordAtordB O (ord A ord B) '

En particulier, si A = B on obtient F; (A, B) = 1. Cette anomalie multiplicative, s’ex-
primant comme les précédentes en fonction du résidu de Wodzicki, hérite de la pro-
priété de localité du résidu de Wodzicki.

Ce sont les variations logarithmiques de déterminants qui sont les plus utiles pour
les applications physiques. Revenant momentanément a la dimension finie, en déri-
vant la relation (7) appliquée a une famille différentiable {Q+, t € [0, 1]}, on obtient

d .
T logdetQ; = tr(Q;'Q4),

formule que I'on établit en utilisant la cyclicité de la trace tr. Ici et dans ce qui suit,
on pose Q¢ := %Qt. De méme en dérivant la relation (9) on obtient :

d .
a logdet;Q: = trQ (Q;l Qd),

et ce malgré la non cyclicité des traces pondérées. C’est le fait que le poids Q+ com-
mute avec toutes les puissances de Q., ce qui combiné avec la propriété de cova-
riance de la trace pondérée permet de conclure.

3. Les déterminants ¢ au service de la quantification fonctionnelle

En dimension finie, les déterminants apparaissent naturellement dans le calcul
d’intégrales gaussiennes :

1 1
- —3(Qx%) gy — -1/2
e 2 dx = (det

(zn)n/z JRn ( Q) )
ou Q est une matrice symétrique définie positive, et (-, -) le produit scalaire euclidien
sur R™. Par analogie, on calcule les intégrales gaussiennes de chemins qui appa-
raissent dans la quantification fonctionnelle (bosonique, le cas fermionique faisant
appel a des intégrales de Berezin), en substituant au déterminant ordinaire le déter-
minant ¢ :

(12) e 2 (0@ DRg] = (det,Q) ™"/,

Lonfigurations (0]
Q étant un opérateur elliptique admissible, inversible et d’ordre strictement positif,
et A(p) := (Qe, @) correspondant a I’action classique décrivant le systéme phy-
sique dont on veut étudier le comportement quantique. Ces intégrales sur un espace
de configurations (typiquement de dimension infinie) d’un systéme physique sont
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a comprendre comme des objets formels définis par le membre de droite. Les « me-
sures de volume » formelles DR [] —qui sont surtout 1a pour indiquer qu’on va cal-
quer les procédés de calcul de ces intégrales sur ceux d’intégrales en dimension finie—
dépendent a priori du choix de Q et il faudra tenir compte de cette dépendance dans
ces calculs. De méme que le poids Q avait servi a pondérer des traces de maniére a
extraire une partie finie d’expressions a priori divergentes, il sert ici a « extraire une
partie finie » de ces intégrales de chemin formelles a priori mal définies.

Regardons comment cette dépendance en Q peut influer. A titre comparatif, opé-
rons tout d’abord un changement de variable X = Cx dans une intégrale gaussienne
en dimension finie et appelons ] le jacobien de la transformation :

_ _ 1 z’z ~
(detQ)"'/2 = [p.e ?<Q )dx
(12) — J‘]Rn efz(QCx,C@]dX
= J-det(C*QC)~'/2.
Ceci s’écrit encore

. 1/2
- % — \/det(C+C) = |detC].

Par analogie, quitte a remplacer les déterminants ordinaires par des déterminants ¢,
on pourrait penser que le module du déterminant jacobien d’une transformation ¢ =
Co dans (11) s’écrit comme quotient de déterminants . Or le méme type d’obstacle,
source de I'anomalie multiplicative, est ici aussi source de problémes.

Soit C un opérateur elliptique inversible d’ordre positif (pouvant étre nul), C* son
adjoint formel (par rapport & une structure L? sur I’'espace des sections sur lequel
il agit), alors Q ayant été supposé positif (ou « suffisamment proche » d’un positif),
C*QC est un opérateur elliptique positif (ou « suffisamment proche » d’un positif) et
d’ordre strictement positif de sorte qu’on peut définir son déterminant  sans pro-
bleme. Un calcul analogue a celui qui préceéde donnerait le déterminant jacobien,

Jo = det,(C*QC)'/2
© 7 (det, Q)2
Or il ne coincide pas en général avec

] := \/det(C*C),

ce dernier déterminant n’étant d’ailleurs défini que si C est un opérateur elliptique
d’ordre strictement positif, ce qui n’est pas toujours le cas dans les applications, ou
il peut étre d’ordre nul. Ce phénoméne résulte de I'anomalie multiplicative (10) par
les égalités
det;(C*QC) det,(QC*C) ~
2 C C * * * 2
= = =F C*C)det (C*C) =F c*C)-J-.
Jo det; det; Q <(Q,C*C)det (C*C) =F¢(Q,C*C) -]
La deuxiéme égalité s’obtient en vérifiant que la famille Q, = Q'C*Q'"'C, t ¢
[0, 1], d’opérateurs elliptiques d’ordre constant qui interpole C*QC et QC*C a un
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déterminant constant, puisque % logdet; Q: = 0. La troisieme égalité résulte de la
définition de I’'anomalie multiplicative.

Dans les applications physiques, le déterminant jacobien est souvent défini par Jo
si C est un opérateur de multiplication (par exemple en théorie de jauge), parT
si C est un opérateur elliptique d’ordre strictement positif (par exemple dans le pro-
cédé de Faddeev-Popov appliqué aux cordes). Plus précisément, il s’agit la du mo-
dule d’un déterminant jacobien dont on souhaite étudier aussi les variations de la
« phase » si tant est qu’elle puisse étre définie.

4. Anomalies traciales et géométrie

Il est utile, pour situer le probleme, de revenir avant tout au contexte matriciel
gl (C) de la section 1 en prenant ici K := C. Soit A, t € [0, 1], un chemin continu
tracé dans GL,, (C) reliant Ag = Id a A; = A. Le déterminant s’écrit

1
detA = exp[ tr(A;TAL)dt,
0

et ceci indépendamment du chemin choisi dans GL,, (C). Ici Ap = %At. Plus généra-
lement, étant données une variété X et une famille de matrices {A, € GL,,(C),x € X},
I’expression tr(A—'dA) définit une 1-forme sur X. Définir la fonction x — det A, re-
vient a résoudre I’équation différentielle en s € Q°(X, C*)

(13) s 'ds =tr(A"1dA).
La condition d’intégrabilité
0=dtr(A "dA) = —tr(A"TdAA'dA)

est trivialement vérifiée grace a la cyclicité de la trace. En effet, étant donnés deux
vecteurs U, V tangents a X en un point x,

dtr(A~TdA)(U, V) = —0tr(A~TdA(U),A"TdA(V)) =0,

ou, comme précédemment, 9 tr désigne le cobord de tr.

Dans ce qui suit on interprétera, dans un cadre plus général, tr(A—"dA) comme
une connexion sur un fibré déterminant, sa différentielle extérieure étant sa cour-
bure, et le transport paralléle exp fc tr(A~'dA) le long d’un lacet ¢ de X comme I’ho-
lonomie de la connexion. Remplagons le groupe des matrices GL,, (C) par I’ensemble
EllS,4- 0 (M, E; F) des opérateurs pseudodifférentiels elliptiques inversibles classiques
agissant des sections I'(M, E) d’un fibré E vers les sections I'(M, F) d’un fibré F, tous
deux des fibrés hermitiens de méme rang basés sur une variété riemannienne com-
pacte sans bord M. Substituons a I’équation (13) une équation dans laquelle la trace
ordinaire a été remplacée par une trace pondérée,

(14) s 1ds =trR(A"TdA),
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ou {A, € ElI"(M,E;F),x € X} désigne une famille d’opérateurs elliptiques inver-
sibles, admissibles (avec coupure spectrale commune, une condition technique pour
donner un sens aux divers déterminants et traces régularisés dont on aura besoin) et
d’ordre constant strictement positif. La condition d’intégrabilité qui s’écrit

0=dtrQATdA) = —trR(A " TdAATdA) + [d, trR](ATdA)

n’est plus trivialement vérifiée, le terme dtrQ(A~—"dA) s’interprétant comme une
anomalie traciale. Etant donnés deux de vecteurs U, V tangents a la variété X en un
point x :
(15)

dtrQATTdA)(U, V) = =0 trR(ATdA(U),A"TdA(V)) + [d, tr (A~ TdA) (U, V),

combinaison des anomalies traciales (4) et (6). Si I’équation (14) admet une solu-
tion, c’est maintenant d’une solution vectorielle s qu’il s’agit et plus forcément d’une
fonction complexe. Celle-ci s’interpréte comme section d’un fibré déterminant a la
Quillen [16] associé a la famille {Ay, x € X}; il s’agit d’un fibré en droites de base X
que I'on notera £ . La fonction « module du déterminant des opérateurs A » s’inter-
préte comme une métrique sur £, introduite par Quillen [16],

| DetAllq :=  /det(A*A) = det A|.

La 1-forme trR(A~"dA) s’interpréte, lorsque Q := A*A, comme une connexion
sur LA, introduite par Bismut et Freed [3]. Elle est compatible avec la métrique
de Quillen puisque sa partie réelle coincide avec la variation logarithmique de la
métrique

tre(A=TdA) = Re(tre(A"TdA)) +1ilm (trR(A~TdA))

(16) = Jldlogdet; Q+1ilm (trR(A~TdA)).

L’obstruction dtrQ(A~1dA) s’interpréte alors comme la courbure de la connexion de
Bismut-Freed que ceux-ci appellent anomalie géométrique locale [3]. Elle se réduit dans
le cas présent a une anomalie traciale et on a le schéma suivant :

anomalie géométrique locale «— courbure sur le fibré déterminant
«— anomalie traciale

A cette anomalie locale, s’ajoute une seconde obstruction, une anomalie géométrique
globale [19] mesurée par I’holonomie de la connexion [3]. Elle est donnée par le trans-
port parallele
exp J, trA"A(A~1dA) le long de lacets ¢ de X. Dans le cas ol ces deux anomalies
géométriques s’annulent, on peut construire une section canonique plate globale du
fibré déterminant, dont on se sert alors comme section de référence. A partir d’'une
section s du fibré déterminant, on obtient alors une « fonction déterminant » comme
quotient de cette section par la section de référence.
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5. Anomalies en théorie des champs et anomalies traciales

Dans une théorie des champs classique, les trajectoires sont obtenues en minimi-
sant I’action classique donnée par une fonctionnelle sur I’espace des configurations.
Celle-ci peut, dans certains cas, étre invariante par I’action d’un groupe de transfor-
mations agissant sur I’espace des configurations. Le procédé de quantification qui,
du point de vue de la quantification fonctionnelle (initiée par Richard Feynman),
revient a prendre une « moyenne » sur I’'espace des configurations a I’aide de me-
sures de volume formelles en utilisant des intégrales de chemin du type (11), se fait
souvent au prix d’une rupture de cette invariance. On quantifie ce phénomeéne en in-
troduisant la notion d’anomalie, définie (ici encore grossiérement, nous y reviendrons
plus tard dans un contexte plus géométrique) comme « variation logarithmique de dé-
terminants jacobiens de transformations qui laissent invariante I’action classique » (nous
omettrons ici le signe — habituel).

Arrétons nous tout d’abord au cas (bosonique) d’une action classique A donnée
par la fonctionnelle quadratique ¢ — A(o) := (A@, @), A € C{(M, E) étant un opé-
rateur différentiel elliptique inversible autoadjoint. Alors le déterminant { (étendu
aux opérateurs autoadjoints non positifs) permet de définir la fonction de partition
correspondante, en posant comme en (11),

Z«:= »J e T(A@,@)pA [p] := (detA)—l/z.
configurations ¢ C

Avec les notations de la section 3, une famille de transformations C,, x € X, sur I'es-
pace des configurations, indexée par une variété X (on supposera les transformations
Cy elliptiques), induit une famille de jacobiens {J, x € X}, et la 1-forme sur X donnée
par une variation logarithmique,

J< ') = deto (A,)d (deto(AL)),

ou on a posé A, := C:QCy (ou A, := C%Cy selon les cas), peut s’interpréter comme
une anomalie. Lorsque A, := C:AC,, Qx est vue comme une déformation de Q,
et I’'anomalie peut s’écrire comme (I’opposé de la) variation dW de I'action effective
W(x) définie par

e W) .= [ e A @9 DA[g] = (detA,) /2.
configurations ¢ ¢

Dans le cas fermionique, I’action est donnée par A(\, ) = (B, ), ot p € I'(M, E)
et € I'(M, F) sont des sections des fibrés E et F respectivement, et ol B € C{(M, E; F)
est un opérateur elliptique. L’intégration gaussienne bosonique définissant la fonc-
tion de partition est alors remplacée par une intégration gaussienne fermionique, du
type Berezin,

—Wi(x) ._

e — e (Bx D) DB [, DB )] = « dCeth ».

Lonfigurations v,
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Dans ce cas, la définition du déterminant « det; B, » pose probléme puisque B, en-
voie les sections de E sur les sections de F; on I'interprete, comme dans la section
4, comme une section d’un fibré déterminant. L’'opérateur BB, € C{(M,E) étant
autoadjoint positif, s’il est elliptique d’ordre strictement positif, on peut définir son
déterminant ¢ de sorte que le module du déterminant de B, peut étre défini par
|det; By | := /det,(B:By). C’est la « phase » ‘]32575;"» du déterminant de B qui pose
probleme et c’est en général des variations logarithmiques de la phase que surgissent
des anomalies en théorie des champs, qui sont de type chiral dans ce cadre fermio-
nique.

Ces anomalies géométriques constituent autant d’obstacles a construire une théo-
rie quantique invariante par un certain groupe de symétries sous I'action duquel
I’action classique (B,1, ) serait invariante. Typiquement, le groupe de symétries
agit sur (B, ) par une action sur la famille d’opérateurs B, induite par une action
sur X. Cependant, la fonction de partition correspondante donnée par « det; (B ) »
n’a a priori aucune raison de rester invariante par I’action du groupe. Sa variation lo-
garithmique dans la direction de I’algébre de Lie du groupe de symétries ne s’annule
pas en général, ni méme sa « deuxiéme variation logarithmique » ; autrement dit, ni
la connexion sur le fibré déterminant £ associé a la famille {B.,x € X}, ni méme la
courbure de cette derniére ne s’annulent dans les directions tangentes a I’action du
groupe [8].

C’est encore par une anomalie traciale que peut se mesurer I’obstruction corres-
pondante concernant la courbure. En effet, G étant un groupe de Lie (typiquement
un groupe de jauge de dimension infinie) agissant sur la variété X, x étant un point
de X, désignons par

0,:G— X
17)
gr—x-g

I’'application induite par cette action, qui envoie un élément du groupe dans I'orbite
de x sous I’action de ce groupe. La 1-forme trQ(A~TdA) sur X, correspondant a la
connexion de Bismut-Freed, induit une 1-forme 6* (tr?(A~"dA)) sur G par tiré en
arriere sous I'action de 0. D’apres (15), sa différentielle extérieure s’interpréte comme
une anomalie traciale : pour tous u et v éléments de I’algébre de Lie de G,

0* (tre(ATdA)) (u,v) = -3 trY(A TdA (W), A TdA(V)) + [d, tr (A TdA) (U, V),

ouonaposé U = do(u) etV = do(v). Cette anomalie traciale constitue I’'une des obs-
tructions au fait que la connexion de Bismut-Freed puisse induire une connexion sur
le fibré déterminant quotient : £/G — X/G. Elle peut aussi s’interpréter comme une
obstruction aux relations de compatibilité de Wess-Zumino (Wess-Zumino consis-
tency relations) dans I’'approche BRS (Becchi-Rouet-Stora) des anomalies de jauge.
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Cette discussion peut se résumer par le schéma de correspondances suivant :

(tiré en arriére sur le groupe de jauge de I’) anomalie géométrique locale
«— obstructions aux relations de compatiblité de Wess-Zumino

«— (tiré en arriére sur le groupe de jauge de la)
courbure sur le fibré déterminant

«—— anomalie traciale.

Dans ce qui précede, la variété M et les fibrés E et F basés sur M sont fixes, ce qui
correspond typiquement au cadre géométrique des anomalies de jauge. Le cas des ano-
malies gravitationnelles nécessitant non plus une variété et un fibré vectoriel fixes mais
une famille de variétés {M,,x € X} et une famille de fibrés vectoriels {E,,x € X} et
{Fx,x € X} basés sur les M, étant plus compliqué, nous n’en dirons ici que quelques
mots, en laissant de coté la description précise (voir [3]) du cadre géométrique cor-
respondant. Quitte a remplacer dans les expressions précédentes, la différentielle ex-
térieure d par une dérivation covariante V qui tient compte de la géométrie de la fi-
bration en variétés sous-jacente, la connexion de Bismut-Freed s’écrit trQ (A—'[V, A])
ou I'on a posé [V, A] := VA — AV. Quant a I’'anomalie chirale (géométrique) locale, qui
correspond a la courbure sur le fibré déterminant £ associé a la famille {A,, x € X}
agissant sur les sections des fibrés E, — M, et a valeurs dans les sections des fibrés
Fx — My, en posant Q, = AZA, ou AZ est I'adjoint (formel) de A, elle s’écrit [15] :

dtrQA7T[V,A]) = %dstrQ(Q*‘ [V2,Ql)

= —strQ(V?) + % [V,str?] (Q'[V,Q))

_ %strQ(Q’1 V,QIQ'IV,Ql)

= —strQ(v?2) 4+ anomalie traciale.

(18)

Si le terme strQ(V?) est local, I’anomalie traciale étant elle aussi locale comme ré-
sidu de Wodzicki, on peut s’attendre a une expression locale de la courbure. Dans
le cas d’une famille d’opérateurs de Dirac sur des variétés spin, Bismut et Freed [3]
ont exprimé cette courbure comme (limite du) terme de second degré du caractére
de Chern d’une famille de superconnexions [17] construites a partir de V et de la
famille d’opérateurs. Le théoréeme d’indice des familles donne alors une expression
locale explicite de cette courbure en fonction de la géométrie sous-jacente ; cette ano-
malie géométrique locale correspond a une anomalie qui sous-tend la quantification
des cordes [8]. Ici la géométrie sous-jacente se méle donc (sous la forme du terme
strQ(V2)) a 'anomalie traciale pour donner une anomalie chirale.
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6. Conclusion
Les anomalies en théorie des champs sont donc intimement liées,

— d’une part, a la géométrie des familles d’opérateurs elliptiques (typiquement
des opérateurs de Dirac) et plus précisément a la géométrie des fibrés déterminants
associés a de telles familles d’opérateurs;

— d’autre part, aux « anomalies traciales » inhérentes au fait que I’on traite la di-
mension infinie comme un prolongement de la dimension finie, tant au niveau des
traces qu’au niveau des déterminants et donc des intégrales de chemins. Traiter les
anomalies de jauge chirales de ce point de vue (ce qui est quelque peu inhabituel)
permet d’éclaircir les liens entre les anomalies chirales et les anomalies traciales [4],
liens qui sont moins directement visibles dans le cas des anomalies gravitationnelles,
comme nous avons tenté de I’expliquer dans le présent article.

Il ressort de cette analyse qu’une maniére de contourner un certain nombre d’anoma-
lies en théorie des champs serait d’éviter I'utilisation de traces régularisées sources
d’anomalies traciales. On pourrait substituer au déterminant ¢ un déterminant exo-
tique, introduit par Wodzicki dets := exp o res o log, pour donner un sens a certaines
intégrales de chemins du type (11). Cependant, puisque le résidu s’annule sur les
opérateurs de rang fini, remplacer les traces régularisées par le résidu de Wodzicki
se ferait au prix de perdre de vue la dimension finie et ne retiendrait de la théorie que
des divergences, celles-la méme que I’'on s’évertue a éliminer en théorie des champs'!

Appendice : Opérateurs pseudodifférentiels

Un outil important utilisé dans cette approche est la notion d’opérateur pseudo-
différentiel. Pour définir cette classe d’opérateurs, il est utile de passer par leur trans-
formée de Fourier, ce qui conduit a la notion de symbole. Regardons tout d’abord le
cas d’un opérateur différentiel familier, le laplacien sur R™, défini par

aZ
A:fzg.

i=1

N

Etant donnée une fonction de Schwartz (ou encore C* a support compact) sur R™,
on note Fu(§) = # jRn e~ & (x)dx sa transformée de Fourier. Un calcul simple
montre que, pour tout & € R™,

Flaw(E) = (&) Fu(e).
i=1
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La fonction oa(&) = [|&]|? = Y1, &7 est appelé le symbole de A. Les opérateurs
différentiels ont des symboles donnés par des fonctions polynomiales. En élargis-
sant cette classe de symboles de maniére a y inclure, entre autres, des fractions ra-
tionnelles, on peut construire une classe plus large d’opérateurs appelée opérateurs
pseudodifférentiels.

Soit U un ouvert de R™. Etant donné « € R, on considére I’ensemble S*(U) des
fonctions réelles de classe C*

UxRY—5R
(x, &) = o(x, &),

a support compact en x et vérifiant la propriété suivante : étant donnés deux mul-
tiindices y = (y1,...,yn) € N4 et§ = (81,...,8,) € N", il existe une constante C, s
telle que

IDYD30(x, &) < Cy s (14 EN* vx € U, Vg € R,

ou, comme précédemment, || - || désigne la norme euclidienne de R™. Remarquons
gue cette condition impose aux dérivées Df;a(x, &) un certain type de comportement
asymptotique quand ||&|| — oo. Elle est en particulier vérifiée lorsque o est un sym-
bole polynomial. Un élément de S*(U) est appelé symbole d’ordre «. Un symbole
d’ordre « est dit classique s’il existe 0,—; € S*7(U), j € N, qui sont positivement
homogeénes, i.e.

Ooj(X,tE) =t To4 j(x, &) Vt>0,VE € R™,

et tels que, pour tout N € N,
N
0%, &) =) 0aj(x,E) € S¥NTI(U).
j=0

A un symbole o € S*(U), on associe un opérateur pseudodifférentiel
A:CZ¥(U) — C*(R™)
ur— (x = Au(x)),

défini par Au(x) = F~ 1 (o(x, ) F(u)). Ici, C= (U) désigne I'espace des fonctions C* a
support compact dans U. L'ordre de I’opérateur est donné par I'ordre de son symbole
et I'opérateur est dit classique lorsque le symbole correspondant est classique.

Reprenons I'exemple précédent avec U = R™. Le laplacien A = — Y, %
est un opérateur différentiel (et donc pseudodifférentiel) d’ordre 2 et de symbolé
oa. On peut, a partir de I'opérateur A, construire d’autres opérateurs, par exemple
(A+1)7¥% k € N, qui est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre —2k et de symbole
Oasny -« = 1/(1+ [[E]IH)*.

La notion d’opérateur pseudodifférentiel se généralise a des variétés compactes
sans bord en utilisant une partition de I'unité. En autorisant les symboles a valeurs
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matricielles, on peut aussi définir des opérateurs pseudodifférentiels agissant sur des
sections de fibrés vectoriels basés sur une variété compacte sans bord.
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