RESONANCES POUR DES OPERATEURS
DE SCHRODINGER MATRICIELS

Laurence Nedelec

1. Introduction aux opérateurs de Schrodinger stationnaires

Le laplacien noté A est I'opérateur qui a une fonction f de plusieurs variables
(x1,%x2,...,Xn) associe la fonction

j=n 92
Af = ; o f.
Celui-ci apparait dans plusieurs modeles de physique, dont je vais citer quelques cas.
Soit une onde représentée par une fonction (appelée fonction d’onde) u(x, t) ou
x = (x1,%x2) € R?%, t € R (pour fixer les idées le réel u(x,t) représente le déplace-
ment vertical d’'une membrane au-dessus du point x du plan horizontal, au temps
t). L’équation communément utilisée pour modéliser le déplacement des membranes
vibrantes en I’absence d’interaction avec le reste du monde, est
> 2
Wu(x,t) = h°Au(x,t).
Le paramétre h > 0 dépend lui des caractéristiques physiques de la membrane.
(Remarque : il est simple, si n = 1, de montrer que les solutions de classe C? de
cette équation s’écrivent sous la forme f(x + ht) + g(x — ht) ou f et g sont deux fonc-
tions C2.) L’équation des ondes de lumiére est aussi %u(x, t) = h?Au(x, t), oi h est
un autre parametre. L’'équation de la diffusion est %u(x, t) = h?Au(x, t), tandis que
I’équation décrivant I’évolution d’un systéme quantique sans interaction est
0 2
hﬁu(x,t) = h"Au(x, t),
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ou h est la constante de Planck. Dés que les ondes interagissent avec un milieu il faut
modifier ces équations en y ajoutant par exemple un potentiel électrique ou magné-
tique. La derniére équation, modifiée par un potentiel électrique, devient I’équation

(1) h%u(x,t) = h2Au(x, t) — V(x)u(x, t)
ou V est une fonction appelée potentiel.

La plupart du temps on résout un probléme de Cauchy : rechercher une solution
u(x, t) de I'une des équations précédentes et vérifiant la condition initiale u(x,0) =
ug(x), up(x) étant une fonction donnée.

Pour résoudre ces problémes, on décompose en général la fonction u(x, 0) sur une
base des vecteurs propres de I'opérateur —h?A+V, appelé opérateur de Schrédinger,
ce qui permet ensuite de faire une étude simple de I’évolution en temps.

Par exemple si uo(x) est un vecteur propre de —h?A + V associé a la valeur
propre A (i.e. (—h2A + V)uo(x) = AMug(x)), alors la fonction u(x,t) = e*ug(x) est
solution de I’équation d’évolution (1). L’étude du spectre de I'opérateur —h?A + V
est ainsi justifiée.

2. L’opérateur matriciel
Les opérateurs de Schrédinger étudiés ici sont les opérateurs :

—h?A 0 . 0
0 —h?A .. 0
Ph = + V(X)

0 0 —h’A
ol h est une petite constante strictement positive, x € R™, et V(x) = (Vi) i,j)eq1,...,112

une matrice hermitienne de taille r. On note aussi P, = —h?A ® I, + V(x) ol I, est
la matrice identité de taille r.

3. Motivation

De tels opérateurs se rencontrent dans divers modeéles de physique, par exemple
I’approximation de Born-Oppenheimer qui modélise I'opérateur —h2A, — Ay +
W(x,y) avec h petit, ou bien I'approximation d’un opérateur de Schrodinger pério-
dique a deux variables. (En gros, les particules de probabilité de présence ¢(y) a la
position y ne voient pas bouger les particules associées a x car ces derniéres sont
trop lentes, la vitesse étant liée au paramétre h). La justification de I'approximation
a été faite dans diverses situations [4] [1]. Les matrices V intéressantes a regarder
sont celles qui ne sont pas diagonalisables de maniére réguliére, sinon on se ramene
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a un probléme de dimension un. Les matrices V modeles que I’on rencontre le plus
couramment sont
X1 X2 +1ix3 3
Vl(X)=< . ))X:(XhXZ)X?))ERa
X2 —1X3 —Xq

et

X X
Va(x) = ( x; —2x1 )» x = (x1,%2) € R%.

Les résonances sont par définition les pbles d’une extension méromorphe de la ré-
solvante R(z) = (P, —z)~! définie dans le demi plan im(z) > 0 [3], [9]. C’est une gé-
néralisation naturelle de la notion de valeur propre d’un opérateur. Notons res(Py,)
I’ensemble des résonances de Py,. Pour définir les résonances, on suppose que V se
prolonge analytiquement dans un domaine S ¢ C™ de la forme

Re(x)
eo+e
R

C’est-a-dire :
S={pw|w e R" disttw,S" ') < €, peC, |p| >R, argp € [—¢€,00 + €[}
U{pw|W€Sn7]> pe C) \P| < RO}

avec 8y > 0.

4, Résultats

Une classification des propriétés des matrices V « non diagonalisables » pouvant
générer des résonances a été faite dans [5]. On traite ici I'un des cas classifié incluant
les matrices V; et V,. Supposons :
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(H1) r=2.
Il existe donc des fonctions réelles (a;);c(1,2,3) €t b telles que
Vix) = bx) L + ( ar (x) az(x) + las(XJ)
az(x) —iaz(x) —a;(x)

(i.e. b(x) =trvV(x)).

(H2) Il existe une matrice constante Vo etng € R, no > n, telsque limy, o, V(x) =
Vo et ||V(x) — Vol < Cx) ™ ol (x) = (1+|x|2)Z pour x € S.

(H3) V(0) a une valeur propre double Ey € R, c’est-a-dire V(0) = Eol, et Eg n’est
pas une valeur propre de V.

(H4) Va;(0) sont linéairement indépendantes pour j € {1,2,3}sin = 3etpourj €
{1,2} sin = 2et|Vq,;b(0)] <1 (Vg représente le gradient dans les coordonneées a;)
(si n = 2 on ajoute I’hypothése a3z = 0).

L’allure des courbes des valeurs propres de V(x) est donnée dans le graphique sui-
vant

A

A 9

—

Notons Py = —h?A, ® I + Vo(x). Le résultat suivant permet de localiser les réso-
nances et d’estimer leur nombre au voisinage d’un point.

Théoréme 1. — Sous les hypothéses (H1)— - - - —(H4) on a les résultats suivants.

Soit n = 3. Pour tout voisinage W de E il existe ho > 0 et C > 0 tels que, pour tout h,
0 < h < hy, alors card{res(Po) "W} > Ch~'|Inh|3/2.

Soit n = 2. Pour tout voisinage de Eq il existe ho > 0et C > 0,c > 0 tels que, pour tout
h, 0 < h < hy, alors ch—2 < card{res(Po) "W} < Ch—2.

Le résultat connu pour des potentiels généraux est que le nombre de résonances
prés d’un point est majoré par O(h™™) (formule de Weyl). En dimension un on peut
parfois avoir des résultats plus précis [6].

48



RESONANCES POUR DES OPERATEURS DE SCHRODINGER MATRICIELS

5. Plan de la démonstration du théoréeme 1

— On commence par donner I'expression du développement en puissances de h
de la distribution f — tr(f(Py,) — f(Po)) en utilisant le calcul pseudo-différentiel [7].
On trouve

C(f)h~™ + reste sin=2,

P e = {tr(f(Ph) ~£(Po)) = C(fIR "2 treste sin =3,

avec une expression explicite pour C(f).

— On utilise la formule de trace locale de Sjostrand [8], qui donne le résultat
tr(f(Pr,) — f(Po)) = szeresph f(z;) + reste. Cette formule est une généralisation des
deux formules suivantes, mais ou I’on perd un reste :

Si P est un opérateur autoadjoint (pas forcément compact)

trP = Z zj.

zjvaleur propre P

Si P est un opérateur compact (pas forcément autoadjoint)

trP = Z zZj
zjvaleur propre P
(théoréme de Lidskii [2]).

— On choisit une fonction f dépendant de h si n = 3 de la forme f(z,h) =
eitn(n)(z—Eo)gn(h)(z—Eo)? ot jndépendante de h si n = 2. Les termes de reste dans
la formule ci-dessus sont contrdlés par des normes de f. On obtient une estimation
de la forme

> flz) = Clh,
z;j €res Py,
dont on déduit aisément le théoréme, en utilisant le fait que la fonction f choisie vaut
1en Ey.
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