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Resumé : Dans ce papier, nous étudions un système dynamique discret
classique, le Chip Firing Game, utilisé comme un modèle dans la physique,
l’économie et l’informatique [1, 2, 3, 11, 12]. Nous utilisons la théorie des
ordres et des treillis pour montrer que l’ensemble des configurations accessi-
bles à partir d’une configuration quelconque est un treillis, qui implique des
propriétés fortement structurelles.

Définition 1 : Un Chip Firing Game, (CFG) [2] est défini par la
donnée d’un (multi)graphe G = (V,E) orienté (appelé support du CFG) et
d’une répartition d’un certain nombre de jetons (chips) sur chaque commet
(la configuration initiale du CFG). La règle d’évolution est alors : si un som-
met a au moins autant de jetons que d’arcs sortants, on transfère un jeton le
long de chacun de ces arcs.

On peut supposer que les sommets d’un graphe sont indexés par des en-
tiers. Une configuration d’un CFG peut alors être représentée par un vecteur
c = (c1, . . . ,cn) tel que ci est le nombre de jetons de i-ème sommet. L’ensemble
des configurations accessibles à partir de la configuration initiale est appelé
espace des configuration. Cet ensemble est muni d’une relation, appelée re-
lation de successeur , induite par la règle d’évolution : a � b si et seulement
si la configuration b peut être obtenue à partir de la configuration a par une
application de la règle.

Nous montrons dans ce papier que l’espace des configurations d’un CFG
est fortement structurel. Pour cela, nous utilisons la thérie des ordres.

Définition 2 [5]: Un ordre est un ensemble muni d’une relation binaire
réflexive, transitive et antisymétrique. Considérons deux éléments a et b d’un
ordre. Si l’ensemble des éléments plus petits que a et b a un unique élément
maximal, on appelle cet élément l’infimum de a et b. De façon duale, si
l’ensemble des éléments plus grands que a et b a un unique élément minimal,
on appelle cet élément le supremum de a et b. Sidans un ordre, tout couple
d’éléments a un infimum et un supremum, alors cet ordre est un treillis.

Le fact que l’espace des confugurations d’un système dynamique a une
structure de treillis implique certaines propriétés importantes, comme la con-
vergence. De plus, cette convergence est très forte dans le sens suivant : pour
deux configurations de ce système, il existe une unique première configura-
tion obtenue à partir d’elles, et toute configuration qui peut être obtenue à
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partir d’elles peut être également obtenue à partir de cette première.
Dans la suite, nous présentons une classe spéciale de CFGs qui joue un rôle

central dans notre étude. Les supports de ces CFGs ne contiennent aucune
composante fermée.

Définition 3 : Une composante fermée d’un multigraphe G = (V,E)
est un sous-ensemble S de V non réduit à un élément et tel que :

- S est une composante fortement connexe (c’est-à-dire il existe un chemin
de n’importe quel élément de S à n’importe quel élément de S), et

- il n’y a aucun arc d’un sommet de S vers un sommet de V \S (S est
fermé)

Nous montrons que dans un CFG sans composantes fermées, la relation
de successeur n’a pas de cycles. elle induit donc un ordre sur les config-
urations accessibles. Nous étendons alors la notion de shot vector (voir par
exemple [6]) et nous démontrons que l’espace des configurations est un treillis
inférieurement localement distributif.

Lemme 1 Soit C une composante fortement connexe non fermée. A par-
tir d’une configuration a quelconque, il ne peut pas exister de suite non vide
d’application de la règle à des sommets de C telle qu’on obtienne à nouveau
a.

Ce lemme implique que si on n’applique la règele qu’à des sommets qui ne
sont pas dans des composantes fermées, on ne peut pas avoir de cycle dans
l’espace des configurations, et induit donc un ordre :

Théorème 1 [12] L’espace des configurations d’un CFG sans composante
fermée est ordonné par la clôture réflexive et trasitive de la relation de suc-
cesseur.

De plus, on sait [6] que les CFG sont des jeux fortement convergents.
En d’autre termes, ou bien un CFG ne s’arrête jamais, ou bien toutes les
séquences d’applications de la règle d’une configuration a à une autre b ont
la même longueur. Nous allons affiner ce résultat dans le cas des CFG sans
composantes fermées. Etant donné une telle séquence p, nous notons |p|i le
nombre d’applications de la règle au sommet i durant la séquence. Com-
mençons par prouver le résultat suivant :

Lemme 2 Etant donné un CFG sans composantes fermées, si deux sé-
quences s et t d’applications de la règle partent de la même configuration a
et amènent à la même configuration b, alors :

|s|i = |t|i pour tout sommet i.
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Ce lemme nous permet de définir le shot vector k(a,b) de deux configurations
a et b si b peut être obtenue à partir de a dans un CFG sans composantes
fermées : k(a,b) = (ka(a,b), . . . ,kn(a,b)) où ki(a.b) est le nombre d’applications
de la règle à i pour obtenir b à partir de a. Nous notons aussi |k(a.b)| la
somme

∑i=n
i=1 ki(a,b), c’est-à-dire le nombre total d’applications de la règle

nécessaires pour obtenir b à partir de a. Si a et b sont deux configurations
obtenues à partir de la même configuration O, on définit l’ordre k(O,a) ≤
k(O,b) si pour tout i, ki(O,a) ≤ ki(O,b). De plus, si a ≥ b, il est clair que
k(O,b) = k(O,a) + k(a,b).

Nous pouvons caractériser l’odre entre deux configurations obtenues à
partir de la configuration initiale O dans un CFG sans composantes fermées
en comparant leurs shot vectors comme suit :

Théorème 2 [12] Si a et b deux configurations obtenues à partir de la
même configuration O d’un CFG sans composantes fermées, alors :

a ≥ b⇔ k(O,a) ≤ k(O,b).

Nous pouvons maitement donner le résultat principal de ce papier :
Théorème 3 [12] L’ensemble de toutes les configurations obtenues à

partir de la configuration initiale O d’un CFG sans composantes fermées,
ordonné par la clôture réflexive et transitive de la relation de successeur,
est un treillis inférieurement localement distributif. De plus, l’infimum de
deux éléments a et b est définit comme suit : soit k un vecteur tel que pour
tout sommet i, ki = max(ki(O,a),ki(O,b)); alors la configuration c telle que
k(O,c) = k existe et elle est l’infimum de a et b.

Nous étudions maintenant la structure de l’esapce des configurations des
CFGs quelconques, en particulier ceux dont le support a des composantes
fermées. On peut remarquer que dans un tel cas on n’obient pas un treillis, ni
même un ordre. Par conséquence, nous proposons une extension naturelle des
notions présentées dans les parties précédentes, qui nous amènera à considerer
des espaces de configurations structurées en treillis infinis.

Une configuration étendue d’un CFG est un couple (i,c) où c est une
configuration, et i est le nombre total d’applications de la règle nécessaires
pour obtenir c à partir de la configuration initiale. On étend naturellement la
notion de la ralation successeur en disant que (i,a) � (j,b) si et seulement si
j = i+1 et b peut être obtenue à partir de a par une application de la règle.
Il est alors évident que l’espace des configurations étendues de n’importe quel
CFG ne contient pas de cycle. De plus, il possède une structure de treillis :
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Théorème 4 [12] L’ensemble des configurations étendues obtenues à
partir de la configuration étendue initiale (0,O) d’un CFG, ordonné par
la clôture réflexive et transitive de la relation de successeur, est un treillis
inférieurement localement distributif. De plus, l’infimum de deux éléments
a et b est définit comme suit : soit k un vecteur tel que pour tout som-
met i, ki = max(ki(O,a),ki(O,b)); alors la configuration (m,c) telle que
k((0,O),(m,c)) = k et m =

∑
i≥1 ki existe etelle est l’infimum de a et b.

Le modèle CFG est un mod̀le très général, beaucoup de modèles connus
peuvent être codés comme des CFGs spéciaux, à savoir les modèles suiv-
ants : Modèle de Piles de Sable (SPM) [3, 4, 7, 10], modèle L(n,θ), modèle
CFG(n,m) [10], le Jeux de cartes [8]. Grace à ces codages, on peut voir com-
ment des résultats de ces modèles peuvent être déduits à partir des résulatts
du modèle CFG.
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[11] Jan van den Heuvel, Algorithmic aspect of a chip firing game . London School
of Economics, CDAM Reseach Reports (1999),

[12] M. Latapy et H. D. Phan, The Lattice structure of Chip Firing Games Phys-
ica D (2001),

Ha Duong Phan
LIAFA, Université Paris 7
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