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Introduction: Dans cette note, nous nous interessons à la localisation, la na-
ture et au mouvement des singularités des solutions d’une équation différen-
tielle singulièrement perturbée dans le champs complexe du type :

εu′ = f(x,u,a,ε) (1)

où f désigne une fonction analytique à valeurs dans C et définie sur un voisi-
nage d’un point (x0,u0,a0,0) de C4, telle que f(x0,u0,a0,0) = 0

Ce problème a été posé par j.l. callot [1] dans une prépublication datant
de 1992. En utilisant des outils de l’Analyse Non Standard,il a montré dans
le cas d’une équation de riccati lente-rapide 1 , l’existence d’une solution

maximale ua ∼ x
p
2 dans ] − 3π

p + 2
,
3π

p+ 2
[ lorsque |x| → ∞ et admettant des

lignes de pôles infiniment proches des lignes de Stokes arg(x) = ± 3π

p + 2
. De

plus il a observé que pour certaines valeurs du paramètre complexe a, ces
lignes se déplaçaient ou disparaissaient. Il conjecturait alors que ces valeurs
du paramètre sont les singularités logarithmiques de la fonction multiforme
dite ”indicatrice des pôles” qui à toute valeur du paramètre a fait correspon-
dre les affixes des pôles de la solution ua. Notre travail apporte des éléments
de réponse à cette question : Nous allons montrer en utilisant les résultats d’-
analyse transasymptotique d’o. costin [2], [3] que dans le cas d’une équation
de weber la conjecture est vraie. L’idée principale est d’associer à toute
solution de l’équation une unique solution transsérie, d’introduire dans la
solution transsérie une nouvelle variable pour obtenir un développement à
double échelle sous la forme:

∑∞
k=0 Fk(ξ)x

−k. Une correspondance entre les
singularités de F0 et celles de la solution est alors établie.

Equation de weber : C’est l’équation linéaire du second ordre:

v′′ = (t2 − a)v (2)

1. ε
p
2 u′ = xp − u2 + ε polynôme en x et en ε à coefficients analytiques en a
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où a est un paramètre complexe. L’équation de Riccati lente-rapide associée
à cette équation est:

εu′ = z2 − εa− u2 (3)

Pour tout paramètre a, il existe une unique solution ua ∼ −x dans ]
−3π
2

,
3π

2
[

lorsque |x| → ∞ . Mais pour a impair, ces solutions gardent le même com-
portement asymptotique pour tout x ∈ V (∞). On montre alors le résultat
suivant :
Théorème : Les entiers impairs positifs sont des singularités logarithmique

de la fonction Indicatrice des pôles associée à l’équation (3).
Solutions transséries et vraies solutions : Par des changements de vari-

ables, l’équation (3) se ramène à la forme :

y′ = −y − a

2x
y + y2 +

3− 4a+ a2

16x2
(4)

Lemme 1 : L’équation(4) admet une unique solution formelle ỹ0 =
∑∞

r=2 ỹ0,rx
−r

Définition 1(et proposition) : Une solution formelle à un paramètre de

(4) comme combinaison de séries de puissances et d’exponentielles est une
série de la forme :

ỹ(x,C) =
∑

k≥0

Ck e−kxx−k a
2 s̃k(x) (5)

où les s̃k sont des séries formelles :

{
s̃k =

∑∞
r=0

ỹk,r
xr

s̃0 = ỹ0
(6)

Une telle solution existe et est unique pour tout paramètre C dés que la

valeur de ỹ1,0 est fixée (par exemple égale à 1).
Définition 2: Etant donnée une direction d ∈ C, on appelle transsérie sur

d toute solution formelle à un paramètre (5) qui est telle que si C �= 0 alors
�(x) > 0 sur d.
Ainsi (5) est une transsérie sur toute direction d du secteur ouvert défini par:

Strans = { x ∈ C : si C �= 0 alors �(x) > 0 }
Définition 3: On appelle lignes antistokes de (5), les deux directions de C,
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données par: ı̇R+ et − ı̇ R+

Dans un contexte beaucoup plus général que (4), une sommation de Borel
généralisée est définie dans [cost1]. Cet opérateur de sommation noté LB
opère sur toute solution transsérie (5) de (4) dans toute direction d de Strans

et produit une vraie solution y(x,C) = LBỹ(x,C). Inversement, toute solu-
tion y de (??) asymptotique à ỹ0 dans une direction d est représentée par
LBỹ, sur d pour une unique ỹ.
Développement à double échelle et formation des singularités Pour

arg(x) > π
2
, la transsérie explose parceque e−x devient grand. La divergence

de la transsérie révèle un changement dans le comportement des solutions
qui habituellemnet développent des singularités dans cette région.
Lorsque x est proche de ı̇R+, la convergence de (5) dépend de la vari-
able: ξ(x) = Ce−x x−

a
2 . Mais quand |x| → ∞, tout terme de la forme

Cke−kxx−k a
2 ỹk,0 est plus grand que tous les termes de la forme Cke−kxx−k a

2 ỹk,0x
−r.

Le terme dominant dans (5) est:

y(x) ∼
∑

k≥0

(Ce−xx−
a
2 )kỹk,0 =

∑

k≥0

ξk(x)ỹk,0 ≡ F0(ξ(x)) (7)

De plus si on tient compte de tous les termes de s̃k

y(x) ∼
∑

k≥0

(Ce−xx−
a
2 )k

∞∑

j=0

x−j ỹk,j ≡
∑

j≥0

x−jFj(ξ(x)) (8)

qu’on appelle développement à double échelle
A la différence du développement asymptotique classique (donné par le Lemme
1) qui est valide dans tout secteur strict de �(x) > 0 [4], le développement
(8) est valide dans un domaine qui s’étend dans une surface de Riemann
appropriée, à des régions où les solutions développent des singularités. Les
singularités dont il est question sont liées aux deux directions antistokes ı̇R+

et −ı̇ R+, leur localisation dépend de la constante C.
On note par Ξ l’ensemble (fini) des points singuliers dans le ξ-plan de F0,
par D un ouvert, relativement compact et connexe du recouvrement uni-
versel de C \ Ξ et par Dx la classe d’équivalence (modulo des homotopies)

dans {|x| > R, arg(x) ∈ [−π
2
+ δ,

π

2
+ δ]} \ ξ−1(Ξ) des chemins qui préservent

une certaine régularité. Nous avons alors :
Théorème :Supposons que F0 admet une singularité isolée ξs ∈ Ξ, et que la

projection de D à C contient un voisinage épointé de ξs
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Alors, si C �= 0, y(x) est singulière à une distance au plus o(1) de xn ∈
ξ−1(ξs) ∩ Dx, lorsque xn →∞
Les xn sont donnés par:

xn = 2nπı− β ln(2nπı) + ln(C)− ln(ξs) + o(1) (9)

En revenant à la variable initiale, on montre que : 1) la constante C corre-
spondant aux pôles de la solution ua est à un facteur prés, la constante de
Stokes associée à l’équation de weber, 2) cette constante de Stokes est une
fonction analytiques de a, 3) les entiers impairs positifs sont les zéros de cette
fonction.
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