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� � ���	
������ �� Q �
 /�����	
 ��� ��� �� �� ��7���	 � ���	�
�	
 ���	
��� �	
�� ∂Q '���	 �� �� H�	"�� �	����	
 = �	"�� ��7����J(. �� ���
 B
�� ������� ��� �� 7

(Yt)t ��� M

′ := T 1Q� C Yt(x) ����"	� �� �	5"���
�	 � ���	�
�	
 t ���	� ���
����� �	
 ��
�	5"���
�	 � ���	�
�	
 0 ��
 x = (q, v(. �� 7
 �������� �� ������ �� 9�/��"�� m′ ��� M ′.
9��
��� �� (M ′, m′, (Yt)t) �� ����	� � ����� �� �4�
��� �4	������ (M, μ, T ) C M,μ �

T �	
 ��5	�� ��0������. 9��	���/�� M ����"	� �������� ��� �	5"���
�	� ����� �	 ��� 1

M := {x = (q, �v) ∈M ′; q ∈ ∂Q �
 〈�n(q), �v〉 ≥ 0} ,

'�n(q) ����"	�	
 �� ���
��� �	�
���� 	���� � ∂Q �	 q ����"� ���� ���	
������ �� Q(. ;������	�
��� ��� ��� C {�n(q) � v−( = 0 ������	��	
 ��� ��� C �� 
�����
��� ��
 
�	"�	
� � ���	�
�	

�� ���. *�� ��5	���	� �� 
��	�����
�	 T :M →M ���� � �	� �	5"���
�	 � ���	�
�	

����� �	 ��� ������ �� �	5"���
�	 � ���	�
�	
 ����� �� ��� �����	
 1

T (q, �v) = (q′, �v′) , C q′ = q + τ(q, �v)�v �
 �v′ = �v − 2 〈�v, �n (q′)〉�n (q′)

�	 	
�	
 τ(q, �v) = min{s > 0 : q + s�v ∈ ∂Q} ∈ ]0,+∞[ (τ(q, �v) ��
 5	� ��� ���
����	� �� Z20��������
�(. ��

� 
��	�����
�	 �������� �� ������ μ �		�� ��� dμ(q, �v =
cos(ϕ) δi dr dϕ� C i ∈ J ��
 
�� ��� q ��
 ��� Γi� C r ����"	� ���/������ �������"	� �� q ���
Γi �
 �
 ϕ ∈ [−π

2
, π

2
] ��
 �� ������ �� ���	"�� (�n(q), �v). *�� �����	� ��� ��� �&����'�� ���

���� �.�. maxM τ < +∞. ����� ��� ���� �����	� �� �� �������� 5"���� �������	� ��� ���� ��
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��� /������ � ���6	 5	�. *�� �
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 �����	
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��	����� ( K�L 1 �� �*����� (M, μ, T ) ��� ��)�
���� 	��� ���� �������� ���������
A ⊆ M μ0���
�� ������ �����	����	��� 6������7��	�� ��� 
�� T−1(A) ⊆ A μ − p.p.( ���	 �
μ(A) = 0 �� μ(Ac) = 0� 	��� ��� ���� A ⊆ M ���� μ(A) > 0� ��� μ0���
�� ���� x ∈ M, 	�
�8	��� n ∈ N ��� 
�� T n(x) ∈ A.

.������ ���% �� �*����� (M, μ, T ) �� ������ �� �� �����	�� ���� ��������� ���
���������� 	��� �	 f : M → C ��� ��������� �� �	 λ ∈ C ���� ���� 
�� foT = λf � ����� λ = 1
�� f ��� μ0���
�� ������ ���������.

���������� 1 �� �*����� (M ′, m′, (Yt)t) ��� ��)�
���� 	��� ��� ���� A ⊆M ′ ���� m′(A) >
0� ���m′0���
�� ���� x ∈M ′� 	� �8	��� t ∈ R+ ��� 
�� Yt(x) ∈ A. .� ���% ��� ���� N ∈ N∗�
�� �*����� (M, μ, TN) ��� ��!��	
��.

;������	� ������� ��� ��5	�
�	�� ����"����
� ���	 �4�
��� �4	������ (Ω, ν, S) ����
νσ05	��� �	5	�� 	���
 ��� ��������	
� �� ���
 ��� 
�
 �	���/�� ������/�� Aν0������� ���
�

�	�����	
 ����5� ν(A) = 0 � ν(Ac) = 0. ��� �������� �� 
��	���
�	 τ ��� ! ��� Z 	���
 ���
��"����� '��� ��� �	���/��� {n ∈ Z 1 n ≤ n0} �	
 ���0�	�����	
�( ���� ����5� �� ��������
������
�. ����	��	
 ��� ���� ������
�� �	
 ��������	
�� �� �� �4�
��� ��
 �	������� �.�. ���
��� 
�
 �	���/�� ������/�� A ⊆ Ω ����5�	
 ν(A) > 0, ν0������� 
�
 ��	
 �� A ��
��	�
��	� A. )	� �������� �
��� �	���
��� �	� � �
�/��� �� �������	�� �� �4�
��� (M, μ, T ) .

�� *	�������

*
	� p : R2 → R2

Z2 �� �����
�	 ��		���� �
 Q := p(Q) . *�� ��5	���	�� �� �B��

��� ����������	
� ��� �4�
���� (M
′

:= T 1Q,m′, (Yt)t) �
 (M , μ, T ) �	 �	������	
 ��

�����
�	 ��		���� p̃ 1 M ′ → M
′
. -	 	
� ν := μ

μ(M)
. ��� �4�
���� �4	������� '�	 ������

5	��( 	
 �
� /������ �
������ ������ ����
���� �	��
��� KRL �� ,�	��. ��
	� 	
����	

K!��L ��� ���	����	
 ��� 
������� ��	
���� ����
�� ��� (M, μ, T ) �
 ��� ���
��	�� �������
�� �	�
�	�. -	 ���
 �������	
�� �� �4�
��� (M, μ, T ) ���� �	� ��
�	��	 �4��	������
�� (M, μ, T ) ��� (Z2, L) C L ��
 �	� �	�
�	 L : M → Z2� �.�. (M, μ, T ) ��
 �������
�� �4�
��� (M0, μ0, T0) ���� M0 := M × Z2, μ0 = μ ⊗ λ 'C λ ��
 �� ������ �� ���� ���
Z2) �
 T0(x, n) = (T (x), n + L(x)) . 9����� ��
 ��� �� ������ �	 ����	� �	����	
�� D0

�� p̃ 1 M ′ → M
′
�
 �� ��5	�� ������������ �� �4�
���� �4	������� ψ 1 M0 → M ���

ψ((q, �v), n) = (q + n,�v) . 8������ KQL �
 K!��L� L ����5� �� 
������ ��	
��� ����
� ��� ���
��� ���
�� �� ��	��
� ���
��� 1 ��� 
�
� ���
� �� �.�. kn 1 M → N 
���� ��� kn

n
�	���"�

ν0������� �V����	
 ���� �	� �	�
�	
� a ∈ R∗
+,

1√
n

∑kn−1
l=0 L◦T l

��
 ��4��

������	
 �� ��

	�����. @�	��� ������� KFL � KOL� �� �4�
��� (M, μ, T ) ��
 �������	
.

"� ��	����� 
 '�)+'�)

8�	� ��

� ���
��� 	�� ���	� �����
�� ��� ������
�� �4���/������ �� �4�
��� (M, μ, T )
. 9��
��� �� �� �4�
��� �����	
� ��� ��W���
��� 	
����	
 �	 ����	 �� �� �����	�� ��
��	"�����
�� '��	
� �� ����	
�	��
�(. *
	� R0 := T 1(∂Q) ���	���/�� ��� ���
���� �� M

�	"�	
� � ∂Q. 9��	���/�� ��� ��	
� �� ����	
�	��
� �� T ��
 T−1(R0) . *
	�� ��� 
�

l ∈ N ∪∞, R0,l :=

⋃l
i=0 T

i(R0) �
 R−l,0 :=
⋃l

i=0 T
−i(R0) . -	 �	
�� ���� ��� 
�
 �	
���

k ≥ 1, T k ��5	�
 �	 Cr0��S��������� �� M\R−k,0 ��� M\R0,k.
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�	������� 1 9� ����� ���� ������������ '���. 
��������( ����� ������ γ ⊆ M\
R−∞,0 (���. γ ⊆M\R0,+∞) C10�	/������� 7 L 0� !K ����� 
�� limn→+∞ l(T n(γ)) = 0 '���.

limn→+∞ l(T−n(γ)) = 0) �: dl =
√
dr2 + dϕ2.

9� �	�
���
�	 �� 5/��� �	
���
�	
�� �
 ����
�	
�� �	 ������� 
�
 ��	
 � �
� ��������
��	� KR�GL. )	 �
�� ����	
��� ��� �
�/��� ����"����
� �� (M, μ, T ) ��
 �� �����
�
 �����	
.
*
	� M (i) := {x = (q, �v) ∈M, q ∈ Γi}.

��	����� 
 '�)+'�) 1 "��� ���� i ∈ J �� ���� �������� ��������� D ⊆ M ���� μ(D) = 0�
	� �8	��� �� �������� ��������� Ai(D) ⊆ M (i) �� μ0������ ������ ���� M (i) ��� 
�� Ai(D) ∩
D = ∅ �� ��� 
��% ��� ���� x, y ∈ Ai(D) � 	� �8	��� �� ���	�� k ≥ 2� ��� ��	�� ��  ����
������������� (γs1, . . . , γ

s
k) �� ��� ��	�� ��  ���� �	�������� (γ

u
1 , . . . , γ

u
k ) ���� 
�� x ∈ γs1, y ∈ γku

�� ���� 
��% ��� ���� j = 1, . . . , k �� ���� j′ = 1, k − 1� ��� 	��������	��� γsj ∩ γuj �� γuj′,∩γsj′+1

���� ��� �	��� �� ��������� ���� Ai(D) .

�� �����
�
 ����� ���� KR�DL � ������ ���
�/��� ����"����
� �� (M, μ, T ) �	 �����	�	

����"���	
 �
����� ��� ��� ��� ���
��� �� 7
 "��������. *�� ���	� 	�� �	������ �� ��

�
������ �5	 ���
�/��� �� 
������ @.

#� ,��-� 
 ��	����� (

,�
 �	� �	�
�	 �������
6��		� g 1 M → R∗
+μ0�	
�"��/��. ���� (M, μ, T ) ��
 �������	
�

	 �
∑

k≥0 g ◦ T±k = +∞ μ0�.�.. ,�
 �	� �	�
�	 �������
6��		� f 1 M → Rμ0�	
�"��/��.

-	 ��� f̃± := limn→+∞
∑n−1

k=0 f◦T±k

∑n−1
k=0 g◦T±k . *
	� B

± ��� �	���/��� ��� ��	
� y ∈ M 
��� ���

Σk≥0g ◦ T±k(y) = +∞ �
 f̃±(y) ����
� �
 B ���	���/�� ��� ��	
� y ∈ B+ ∩ B− 
��� ���
f̃+(y) = f̃−(y) X 	 	
� ���� f̃(y) ���� ������ ����	�. 8������ �� 
������ �� ��� �	
������ �	5	��� 	 � μ(Bc) = 0 �
 f̃ = Egμ[

f
g
|I] μ0������� ���
�
 '�	 	
�	
 I �� 
��/�

��� �	�����	
�(. -	 �������� ���� ��� 
�
� 5/�� �	
���
�	
� γs '����. ����
�	
� γu) � ��
γs ∩B+ �= ∅ '����. �� γu ∩ B− �= ∅(� ���� 	 � γs ⊆ B+ '����. γu ⊆ B−( �
 f̃+ '����. f̃− ��

�	�
�	
� ��� γs '����. γu(� ������� ��� ������
�� �� �	
���
�	 ��� 5/��� �	
���
�	
�� �

����
�	
�� �
 ���	�����	�� �� f̃± ��� T±1 9� 
������ �� Y�"0Y�" ��� D = Bc 	�� ������
���� ��� f̃ ��
 μ0������� ���
�
 �	�
�	
� ��� ������ M (i). -	 �	���
 ��� f̃ ��
 μ0�������
���
�
 �	�
�	
�� �	 �	
��	
 ��� ��� 
�� i, j ∈ J , �� ����
� l ≥ 1 �
 (i0, . . . , il) ∈ J l+1

'���� i0 = i �
 il = j( 
�� ��� T (M (ik)) ∩ M (ik+1) �= ∅, ��� 
�
 k = 0, . . . , l − 1. ���
��	��
� ��� �	�
�	� �������
6��		�� μ0�	
�"��/��� ��	� L1, 	 �	 �����
 ���� ��� 
�
 f
��	� L1, f̃ = Egμ[

f
g
|I] ��
 �	�
�	
� μ0������� ���
�
. ,� A ��
 μ0������� ���
�
 �	�����	
�

	 ���� μ0������� ���
�
 ��� �"���
�� �����	
�� 1 1A = Egμ [1A|I] = 1̃Ag = Cte. @�	��� ���
����� �	���/��� ������/�� �	�����	
� �	
 ��� �	���/��� A ����5�	
 μ(A) = 0 � μ(Ac) = .

-	 �	���
 �	 �	
��	
 ���� ��� 
�
 �4�
��� �4	������ ��/�/����� (N, ν, S) ��"0
����� �	�����/��� �� �4�
��� (M ×N, μ⊗ ν, T × S) ��
 ��"�����.
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��
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��� � ���	
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�
��
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��� � 
30����	��	�� �4���/���
/��������� ;���. %�
�. ,����4 '!QQ!(� F�'F(� FO0! �.

KDL ����	� *.� ,�	�� &.� +�"��� �����
��� � ���
��	 �4�
��� � 
30����	��	�� ����� �	�

����0����	��	�� /����� ;���. %�
� ,����4 '!QRO(� F�'D(� !R!0� O.

KFL �	6� T.0�.� ,�� �	 ���
��� �� �������	�� �	 ����	��	 � ��� ��� ������� �
�
�		������
�������
�	�� +�". <�. Z 84	. ,4� '!QQQ(� !Q� !�DD0!�FG.

KGL :�����

� :.� -�	�
��	 8.� M�������� �	� M��	���� �������� ���. %�
�. ��4�. '!QOF(�
DR� RD0! !.

K�L ��	� N.� @������
�	� ��� ������
�� �
����
����� �� /������ ���������� �. ;. @���. ,��.�
������ ,��. � '�   (� !! D0!! �.

KOL ,�����
 P.� -	 ��	
 �������	��� �.;. @���. ,��.� ������ ,��. � '!QQR(� D�O� RDO0RF�.

KRL ,�	�� &.� 84	������ �4�
��� 3�
� ����
�� ��7��
�	�� ;���. %�
�. ,����4 '!QO (� �G'!(�
!DO0!RQ.

KQL &�	" 90,.� ,
�
��
���� �����
��� � �4	������ �4�
��� 3�
� ��� �4���/����
4� @		. �
%�
�. '!QQR(� !FO� GRG0�G .
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