Analyse harmonique sur les groupes et les espaces symétriques

Pascale Harinck

1 Introduction :

Un probleme important de ’analyse harmonique sur les groupes ou es-
paces symé- triques est la formule de Plancherel. C’est une généralisation
du théoreme de Plancherel classique sur R qui dit que la transformée de
Fourier s’étend en une isométrie de L?(R) dans lui-méme. Pour f une fonc-
tion de classe C'°° a support compact, on définit sa transformée de Fou-

A A 1 )
rier f par f(z) = E / f(y)e™dy et on a la formule d’inversion f(x) =
R
1 L )
e / e "™ f(y)dy. Un role particulier est joué par les fonctions z — ¥ :
Ver Jr

d
d’une part, ce sont des fonctions propres pour 'action de e (qui engendre
x

I’algebre des opérateurs différentiels a coefficients constants sur R invariants
par translation), d’autre part ce sont les morphismes de groupe continus de R
dans le groupe unitaire de C* (de tels morphismes s’appellent des caracteres
unitaires ou des représentations de dimension 1 unitaires).

La généralisation de cette théorie sur les groupes de Lie ou espaces symé-
triques est liée a la théorie des représentations et a la décomposition spectrale
des opérateurs différentiels.

Apres avoir posé le probleme dans sa généralité, j’expliquerai comment la
méthode des orbites permet d’obtenir la formule d’inversion de Fourier sur
SL(2,R).

2 Préliminaires :

Un groupe de Lie GG est un groupe muni d’une structure de variété ana-
lytique pour laquelle 'application (z,y) — xy ! est analytique. L’espace
tangent g en I’élément neutre e de G s’appelle 'algebre de Lie de G.

Le groupe G agit sur lui-méme par les automorphismes ¢, (z) = grg™".
La différentielle Ad(g) € End(g) de ¢, en e est appelée I'action adjointe
de G sur g et la différentielle ad(X) de Ad en e est un morphisme de g
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dans End(g) appelé action adjointe de g. On note [X,Y] = ad(X)(Y). Le
crochet |, | est une forme antisymétrique qui satisfait 'identité de Jacobi :
X, [V 2|+ [V, [, X]] + [Z,[Y, X]] = 0.

Exemple : Le groupe Sl(n,R) est un groupe de Lie d’algebre de Lie
sl(n,R) = {X € M(n,R);trace(X) = 0}. Pour g € Si(n,R) et pour X,Y
dans g, on a: Ad(g)X =gXglet [X,Y]=XY -YX.

On définit la forme de Killing sur g x g par k(X,Y") = trace(ad(X)ad(Y)).
Le groupe G et ’algebre de Lie g sont dits semi-simples si la forme x est non
dégénérée et réductifs si g est le produit d’une algebre abélienne et d’une
algebre de Lie semi-simple.

On appelle espace symétrique réductif le quotient X = G/H ou G est un
groupe de Lie réductif réel muni d’'une involution o et H est un sous-groupe
ouvert du groupe des points de G fixés par o. Dans ce cas H est un groupe
de Lie réductif.

On note g et h les algebres de Lie de G' et H, on note encore par o la
différentielle de ¢. Elle induit une décomposition g = h+q on q = {X €
g;io(X)=—-X}.

Un élément gH € X est dit régulier si le centralisateur dans q de go(g)™*
est abélien, formé d’éléments semi-simples et maximal pour ces propriétés.
On note X, 'ensemble des éléments réguliers de X. Si x est un élément
régulier, son orbite O = H.z sous 'action a gauche de H possede une mesure
invariante vgp.

Le probleme auquel on s’intéresse est le suivant : on cherche une nor-
malisation des vo et un ensemble mesuré (=, m) tels que pour presque tout
¢ € =, il existe une distribution sphérique O (c’est-a-dire une distribution
H-invariante et solution propre de I'algebre D(X) des opérateurs différentiels
G-invariants sur X) et une fonction F¢ de classe C*°, H-invariante sur X,
solution propre des opérateurs de D(X) telles que

Vit = / Fe(2)Ocdm(€) (%)

La formule d’inversion est une formule du type (*) pour = = ex, c’est-a-dire
f(ex) = [z ceOc(f)dm() ol les ce sont des constantes.

Pour G =R, on a Z = R et les O¢(f) correspondent a la transformée de
Fourier de f.
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Ce probleme reste ouvert dans ce cadre général et a été résolu pour les
deux types d’espaces symétriques suivants :

(i) X = H = H x H/diagonale(H x H)

(i) X = G/H ou G est un groupe de Lie réductif complexe et H est une
forme réelle de G.

Les idées utilisées dans ces deux cas sont similaires, ceci est du en partie
aux deux faits suivants : I'algebre D(X) est, dans les deux cas, isomorphe a
I’algebre des opérateurs différentiels a coefficients constants H-invariants sur
h et I'espace tangent en ex dans (ii) est égal a q = ib.

Je vais expliquer les résultats et les méthodes employées sur I'exemple
H = SIi(2,R).

3 Formule d’inversion pour SI/(2,R)

On considere donc

H=5SI(2,R) et h:{X:( = x2+x3>;$]~€R}.

To — X3 —I1

On considere dans b les deux sous-algebres suivantes :

t:{Y(Q):<_09 g);eeR} ot u:{X(t):<é _Ot);teR}

Ce sont des sous-algebres de Cartan, c’est-a-dire des sous-algebres abé-
liennes formées d’éléments semi-simples et maximales pour ces propriétés.
Elles ne sont pas conjuguées sous ’action de H. Un élément diagonalisable
avec valeurs propres distinctes (dans h ou H) est dit régulier et on note b,
I’ensemble des éléments réguliers de b. Soit

cos @ sin 0
T_{y(e)_<—sin9 cos@)’eeR}
t
et A:{a(t):(goe ggt);tERetszil}.

On a alors b,y = Ad(H)pey U Ad(H)tyey €t Hyey = Uper(hApegh™ U
hT,egh™t).

84



On va utiliser 'application exponentielle exp pour lier 'analyse harmo-
nique sur H a celle de h. D’autre part, on cherche a ramener la preuve de la
formule d’inversion (*) a la formule d’inversion classique sur a et t.

Pour cela, on introduit la mesure de Liouville sur les orbites de H dans
Breg. Soit X un élément régulier de b. Il est conjugué par H soit a un élément
de a soit a un élément t. On peut donc supposer X € b avec b = a ou t.
L’espace tangent a l'orbite H.X est isomorphe a h/b = [h, X]. On définit
alors la forme oy x sur b/b par oy x([Y, X], [Z, X]) = [X,[Y, Z]]. Cest une
2-forme alternée non dégénérée fermée sur h/b. Elle définit donc une mesure

Bu.x = &% sur H.X appellée mesure de Liouville. Ici, on a :

— Ty To + T3 .2 9 2 9 _d$2d$3
HX(t> - {( Ty — xg —T ) 9 x1+$2+$3 - t } et /BHX(t) = | o |
HY () ={ Ty To + X3 e aial =02} et 8 _ dwy dy

: Ty — T3 —1q ;T T Xy T Ty H.Y (0) EN

Pour f € D(h) (c’est-a-dire de classe C*° a support compact), on définit
I'intégrale orbitale de f par M(f)(X) = 278y x. Cette fonction vérifie les
propriétés suivantes :

(I 1) elle est H-invariante et de classe C™ sur b,

(I 2) sarestriction a b,, pour b = t ou a est nulle en dehors d'un compact,

(I 3) sa restriction a a,¢, se prolonge de fagon C* a a,

(I 4) pour tout n € N, on a (relation de sauts)

I id,, M 1 id., p I d.,
Hm (=) (M) (0))+ lim ()" (MY (6)) = lim (=) (M(F)(X(?)).

(I 5) ;i_rf(l) die(sign(Q)M(f))(Y(H)) = —2f(0) (formule limite d’Harish-
Chandra)

Soit I(h) l'ensemble des fonctions vérifiant les propriétés (I 1)-(I 4).

Théoréme 3.1 (B1) L’application M est surjective de D(h) dans I(h) et
sa transposée est une bijection entre le dual I1(h) de I(h) et I'espace des
distributions H-invariantes sur .
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Théoréme 3.2 (H-C1) La mesure de Liouville est tempérée ( c’est-a-dire

qu’il existe r > 0 tel que/ (14 || € 1) "dBr.x (&) < 00.)
HX

En particulier on peut définir sa transformée de Fourier B H.X-
L’algebre S(h) des polynomes H-invariants sur h* s’identifie & 1’algebre
des opérateurs différentiels H-invariants a coefficients constants par ’appli-

cation X — 0(X) définie par O(X)p(Y) = %(@(X +tY))i=o-
On a alors 8(p)BH_X = p(iX)ﬁAH.X.

Théoreme 3.3 (H-C2) La distribution BH‘X est une fonction localement
intégrable et analytique sur bq.

Les résultats d’Harish-Chandra et une formule due a Rossmann per-
mettent de calculer les transformées de Fourier d’orbites. Ici un simple calcul
permet d’obtenir :

o—iM oIt

7 5B By (X(0) = 15

By (Y (0)) = sign(\)

et ‘ ,
61315 + efzst

Brax¥O) =0, Baxe(X(0) = —5

Maintenant, pour f une fonction localement intégrable sur b, la décompo-
sition ey = Ad(H)ayeq U Ad(H )ty permet d’écrire (formule d’intégration
de Weyl) :

Jseoax = [ mueenas 5 [ 1201

On obtient alors

MF)(X) = 27Bux(f) = 27 Bux (/)

= /R | 20 | BH.X(Y(Q))BH.Y(G)OC)CZQ + %/R | 2t | BH.X(X(t>>BH.X(t)(f)dt :

C’est la formule d’inversion des intégrales orbitales sur b.
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Le but est ensuite d’utiliser application exponentielle pour jjremonter;,,
les objets Su.x(f) et | 2t | Bax(X(f)) au niveau du groupe. Soit j(X) le

inh ¢
jacobien de I'application exponentielle en X. On a : j(X(t))Y? = ST o
in 6
J(Y(0)Y2 = S”; . On pose :

@n(E exp X) = 51+NBH.Y(n) (X) j(X)1/2
Of (e exp X) = Brx(s)(X) 1(X)V?,05 (e exp X) = & Bux(s(X) j(X)V2.

Théoréme 3.4 Les fonctions ©,, et ©F sont des fonctions localement inté-
grables et elles définissent des distributions H-invariantes et solutions propres
de D(H).

On pose OF = lir(r)li ©,, (limite dans l'espace des distributions).
n—
On définit I'intégrale orbitale de f € D(H) sur H,¢, par

Mu(f)(e exp X) = j(X)/°M(f o exp)(X).
Elle vérifie des propriétés analogues sur H a I1 — I5.
Maintenant, on introduit les fonctions suivantes (fonctions orbitales) :
pour X € b,., avec b = a ou t, on pose, pour n € N*
F,(cexp X) =efux(Y(n)|2n|, Ff= lim F,

n—0+

et pour s € R et ¢ = 41, on pose

Foeexp X)= Y Buy(X(s) 25| et Foo=—(F ®F,,).

Yeb,exp Y=1

Théoréme 3.5 (B2) (i) Les fonctions F,, Fy et Fy vérifient sur H les
propriétés (I1), (13), (I4) et (I5) traduites sur le groupe H (mais pas (12) qui
correspond & la condition sur le support). Elles sont propres sous 'action de
D(H)

(ii) Pour f € D(H), on a

Mu(f)(x)= > F.(2)0u(f) —i(O5(f) — O5(f))
neZ;n#0
1

b3 [ (Fea0B () + P @er (s
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Corollaire 3.1 Pour ¢ € D(H), on a

amole) = 3 Inl@ne)+; [

n€Z;n#0 5>0

stanh(%s) O (p)ds

1
+= / scoth(=2) O (p)ds
2 s>0 2

Remarque : Les distributions ©,, et ©F g’interpretent en terme de re-
présentations de H de la maniere suivante :
soit H un espace de Hilbert et soit 7 un morphisme de groupe de H dans le
groupe des opérateurs unitaires de H tel que les applications (h,v) — 7(h)v
soient continues. Un tel morphisme est appelé représentation unitaire de H
dans H. Lorsque H n’admet pas de sous-espaces propres fermés stables sous
I’action de H, on dit que 7 est irréductible. On définit alors la trace de m de
la maniere suivante. Si (e;);c; est une base hilbertienne de H et ¢ € D(H),
on pose Tr(m(p)) = > . < m(@)es,e; >. Clest une distribution sur H qui
est H-invariante et solution propre de D(H). Les distributions ©,, et ©F sont
les caracteres de certaines représentations unitaires et irréductibles de H.
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