Stabilité asymptotique faible d’équations d’évolution du second
ordre soumises a des controles non linéaires, non monotones

Judith Vancostenoble *

On considére le probleme de la décroissance asymptotique lorsque t — +oo des so-
lutions d’une équation d’évolution abstraite du second ordre soumise a un controle non
linéaire et non monotone. On montre qu’il y a stabilité asymptotique faible des solutions
globales en temps. Ce résultat abstrait s’applique a différents types d’équations (équations
des ondes, des poutres, des plaques...) et a différents types de controles (controle in-
terne, frontiére ou ponctuel...). En particulier, on améliore sensiblement certains résultats
antérieurs sur la stabilité asymptotique de ’équation des ondes dans un domaine borné
avec un controle interne ou frontiere.

1 équation des ondes soumise a un feedback frontiere.

1.1 Présentation du probleme.

Considerons tout d’abord ’équation des ondes soumise a un feedback frontiere.
Le controle représente une force d’amortissement qui est une fonction non linéaire
et non monotone de la vitesse observée.

Soit © un ouvert de RY, N > 1 de frontiere I' réguliere. On considere le probleme

uy — Au = 0 dans €2
Ulr = 07

P) : "
Preg o~ —a(e)glur).
u(0) = ug, u(0) = vy dans 2

ot (Ty,T*) est une partition non triviale de T', (ug,vp) € V x L*(Q) avec V = {v €
HY(Q)|vyr- =0}, a: Tg — R% et ¢ : R — R sont continues. On suppose de plus que
[y n’est pas “trop fin”, (par exemple Jzg € I', Je > 0|B(xg,e) N T C Ty).

L’énergie de u est

vt € Ry, Bu(t) = 5 (IVul Dl + lluel )l

DN | —

Un calcul classique donne

Vi e Ry, E/(t) = —/ ausq(ug)dt.

To

Pour I’étude de la stabilité asymptotique, on fera donc 'hypothese “naturelle”
suivante qui assurera la dissipativité de 1’énergie :

YA € R, A\ (N) > 0. (1)
Par conséquent, ’énergie est décroissante et les trajectoires (u(t), us(t)) sont faiblement

compactes dans V x L?(2). On se demandera ce que I'on peut dire de la stabilité
asymptotique avec cette seule information.

69



1.2 Résultat antérieur.

On connait le résultat de stabilité forte (voir [4], [1]) : on suppose ¢ : R — R
continue telle que
q croissante et q(0) = 0, (2)

lg(\)] < A+ B|A|" avec r < min (55,2) si N > 3,
avec r < 2 si N =2, (3)

aucune condition st N =1,

VA > 0,q(\) > 0. (4)
Alors, ¥(ug,v9) € V x L3(Q), il y a stabilité forte de la solution de (Py) i.e.

(u,u;) — (0,0) fortement dans V x L*(Q).
t—o0

Dans [1], les auteurs donnent un théoreme pour une équation d’évolution abs-
traite du second ordre et I’appliquent a cet exemple. De maniere générale, ce sont des
hypotheses assurant la compacité forte des trajectoires (u(t), us(t)) dans V x L*(Q)
qui permettent de prouver la stabilité forte. Cette compacité est une conséquence
de I'hypothese de monotonie (2) associée a 'hypothese (3) limitant la croissance
de ¢. Notons que si (3) n’est pas vérifiée, alors le probleme de la stabilité forte des
solutions de (P;) reste ouvert (méme lorsque ¢ est croissante).

1.3 Résultat nouveau.

On se place dans le cas ou seule la compacité faible des trajectoires dans V x L*(Q)
est assurée. On supprime les hypotheses (2) et (3) et on remplace 'hypothese (4)
par la suivante :

Va > 0,inf{g(\)|A > a} > 0. (5)
On obtient le résultat de stabilité faible :

Théoreme 1. ([7]) On suppose (1) et (5). Alors, ¥(ug,v9) € V x H, il y a stabilité
faible des solutions globales de (P1) i.e.

(u,ut)tt—> (0,0) faiblement dans VxH.
—00

Ceci s’applique en particulier lorsque ¢ est croissante, méme sans hypothese limi-
tant sa croissance (cas pour lequel I'existence de la solution est classique).

2 Formulation abstraite.

2.1 Théoreme abstrait de stabilité asymptotique faible.

On considere une équation d’évolution abstraite dans un espace mesuré (X, u)
. On note H l'espace de Hilbert L?(X,u). L’équation est régie par un opérateur
linéaire A : D(A) — H. On note V = D(Az) et A lextension de A & V'. On se
donne (Y, m) un autre espace mesuré ou Y est une partie de X. Soit a € L>(Y, m)
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positive et soit ¢ : R — R continue vérifiant (1) et (5). On définit un opérateur
abstrait @) (représentant une force de controle agissant sur la partie supp(a) de Y).
Cet opérateur est défini sur une partie D(Q) de V' a valeurs dans V' et vérifie pour
tout v € D(Q) et tout ¢ régulier,

(QW), @) = /Y a(®)a(v(y))e(y)dm(y)

Pour (ug,v9) € V x H, on considere le probleme abstrait :

uy + Au = —Q(uy),
(732) : u e V,
u(0) = ugp, u:(0) = wvp.

Si supp (a) (i.e. la région sur laquelle le controle agit) n’est pas trop “fin”, alors
il y a stabilité faible des solutions globales de (Ps). (Pour un énoncé complet des

hypothéses et du théoréme, voir [8] ou [9]) .
Remarque. Cette formulation s’applique a de nombreuses équations (choix de A)
et a divers types de controle (choix de Y').

Exemple 1. . équation des ondes soumise a un controle frontiére, (probléme (P1)) :
on pose (X,p) = (Q,dx) et (Y,m) = ([,do)'. On définit Au = —Au pour u €
D(A) = {v e V|Av € L*(Q) et L 0.

du |l

2.2 Applications a d’autres types de controle.

Exemple 2. . équation soumise a un contréle interne : on pose (X, pu) = (Y,m) =
(Q,dx) pour étudier le probléme

uy — Au = —a(x)q(uy) dans Q,
U‘ag =0.

avec a : 2 — R positive telle que mes (supp(a)) > 0.

Exemple 3. . équation soumise a un contréle ponctuel : soient | > 0 et xy €]0,1].
On pose (X, u) = (]0,1[,dz) et (Y,m) = ({zo},d(. — z0)) 2. On peut alors étudier le
probleme

Uy — Uz = —q(u(20))0(. — z0) dans 10,1,
u(0) =u(l) =0.
2.3 Applications a d’autres équations.

Exemple 4. . équation des plaques : on définit Au = A%u pour v € D(A) = {v €
V|A%v € L*(Q) et Avjr = 0}. Ceci permet d’étudier le probléme

uy + A?u = —a(x)q(uy) dans Q,
Ur = 0, A = 0.

U‘F

1. dz étant la mesure de Lebesgue dans RY et dola mesure superficielle sur T
2. §(. — xo) étant la masse de Dirac en xg
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Exemple 5. . Systéme d’équations d’ondes couplées : on pose (X,pu) = (Y,m) =
(2 x {1,2},dzdv)3. H = L*(Q x {1,2},dxdv) identifie a Uespace (L*(Q))?. On se

donne D(A) = (HY(Q) N H?*(Q))? et A = <—A — 0A

CSA— A avec 0 < |0] < 1.

On définit a : Q x {1,2} = R par a(.,1) =0 et a(.,2) = a(.), ova: Q — Ry est
telle que mes (supp(a)) > 0. On peut alors étudier

ul, — Au' — §Au? =0 dans €2,
u?, — Au? — §Aur = —a(x)q(u?) dans Q, (6)
Ujgn = Ujsg =0
(Pour une formulation compléte concernant ces exemples et pour d’autres exemples,
voir [8] ou [9].)
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3. dv étant la mesure discrete sur 1, 2.
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