Régularité de ’attracteur pour
I’équation de Schrodinger
non linéaire faiblement amortie
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Résumé : Nous étudions le comportement asymptotique lorsque le temps tend vers
I'infini des solutions des équations de Schrédinger en présence d’un terme de force et d’un
terme de dissipation, la variable d’espace x étant dans R. Nous montrons que ce com-
portement est décrit par un attracteur qui capture toutes les trajectoires dans H!(R).
Un de nos résultats principaux concerne lexistence d’un effet régularisant asymptotique

pour ces équations. En d’autres termes, cet attracteur est inclus et compact dans H2(R).

1 Introduction

Nous nous intéressons au comportement pour les grands temps de ’équation
de Schrodinger non linéaire faiblement amortie définie par

Uy + QU+ Uy — iu 4 i|ul?u = f (1)

ol u est une application de R, a valeurs dans l’espace des fonctions com-
plexes

H'(R) ={u:R — C,u, % € L*(R)}.

On définit la condition de Cauchy associée a cette équation par

u(0) = ug dans H'(R).
Le semi-groupe S(t) qui agit de H'(R) sur lui-méme est défini par

u(t) = S(t)uo,
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ou u(t) est la solution de (1).

Il est bien connu que ce semi-groupe est dissipatif : il possede un borné
absorbant (c’est-a-dire un sous-ensemble borné de H!(R) dans lequel sont
confinées toutes les trajectoires apres un temps fini) et méme un attracteur
global A dans H'(R), voir [L].

Nous cherchons a montrer un effet régularisant asymptotique (suivant la
terminologie de [H]) pour ce semi-groupe, i.e. que A est inclus dans un
espace de fonctions plus régulieres.

Notons que [G] a démontré le méme résultat dans I'espace H,,,.([0,1]).
Nous renvoyons a [T] pour des références plus completes.

2 Existence globale de la solution et le borné
absorbant

Etant donné uy dans H*(R), on obtient aisément, en utilisant les méthodes
classiques, I'existence globale et I'unicité de la solution de (1). Il en résulte
alors les deux propositions suivantes :

Proposition 1. Pour uy € H'(R), I’équation (1) admet une unique solu-
tion

u € Cy([0, +oo[, H'(R))
et lapplication S(t) : up — u(

est continue sur H'(R)

t
Remarque 1. Cy([0, +oc[, H'(R)) désigne l’espace des fonctions continues
et bornées & valeurs dans H'(R).

Proposition 2. Pour tout borné B de H'(R), il existe ty qui dépend de B,
tel que, pourt > ty, et ug € B on a

|S(t)uo|gr < My
ou My dépend de o et f .

Preuve : Voir [Gh] et [L].



3 Existence de I’attracteur dans H'(R)

En utilisant les méthodes de [L], et 'argument de Ball [B], on montre que
I’ensemble A défini par :

A={a € B,3yp, € B,tn — +o0, tel que S(t,), — a dans H'(R)}

est un attracteur global et compact dans H*(R).
D’oti le théoreme suivant :

Théoreme 1. S(t) posseéde un attracteur global, inclus et compact dans
HY(R).

4 Régularité de ’attracteur

Nous esquissons ici notre résultat dont la preuve complete apparaitra dans
[A] -
Soit u solution de I’équation (1) qui s’écrit sous la forme :

1

" or

u(z) /R w(€)e™de.

Pour un niveau donné N, on définit la partie basse fréquence de u :

1

21 Jigj<n

y(x) a(€)e'ede.

Notons que y est C*> par rapport a z. De méme, on définit la partie haute

fréquence de u :
1

21 Jig>N

a(&)e™de.

z(x)
Notons que z est solution de I’équation non autonome suivante :

{ ztaz+izg —iz+iQ(ly + 2Py +2) = Qf
2(0) = Qug = 2o

ou @ est le projecteur orthogonal sur

1

21 Jigl>n

QH' = {z a(&)e™cd¢, » € HY(R)}.
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Pour N fixé et pour une solution u, soit y = Pu = (Id — Q)u;
on introduit alors ZZ : [tg, +oo[— QH; vérifiant 1'équation suivante :

{ Zy+aZ +iZy —iZ +iQ(ly+ ZP(y+ 2)) = Qf 2)

Remarque 2. ty est défini comme dans la proposition 2.

Proposition 3. Il eziste une unique solution Z de (2) continue et bornée
dans QH2, qui satisfait de plus a

limsup | Z(t) — 2(t)|g: =0

t—4o00

Preuve : En utilisant des estimations a priori, on montre alors que Z est
une solution globale dans H?(R). De plus, il existe C dépendant de a et f,
tel que

|Z(t) — 2(t)| i < Ce™
Théoréme 2. L’attracteur A est inclus, borné et compact dans H*(R).

Preuve : La Proposition 3 implique que A est un sous-ensemble borné de
H? (voir [G]). Pour montrer la compacité, on introduit 1’équation d’énergie
vérifiée par u :

(S(t)ug) = d(ug)e®™ + a/o eza(t_s)w(S(s)uo)ds (3)

ou

o) = [uft —20m [ iz~ [ fuoPluf? 2 [ [Re(u,m?

W(u) = —alm / fim+a / uf2 — 2 / Re(u,7) / Re(u,)
+ [ Retum) [ Refum)fu,f*

Soit une suite (x;) dans A . Comme A est borné dans H?(R) et compact
dans H'(R), alors il existe une sous-suite (z;/) qui converge faiblement vers
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limsup ‘xj"HQ S ’B|H2
j'—+o0

d’ou le résultat.
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