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Nous nous intéressons à des problèmes de géométrie aléatoire qui concernent
plus particulièrement les mosäıques poissoniennes. Plus précisément, nous nous
intéressons à l’étude géométrique de domaines aléatoires associés aux proces-
sus poissoniens de droites dans le plan. Chronologiquement, le problème de la
détermination de caractéristiques géométriques simples de polygones associés à
un processus poissonnien de droites dans le plan s’est posé, pour la première fois,
dans les années quarante, au physicien S.A. Goudsmit [7], à propos de l’étude des
trajectoires dans les chambres à bulles. Il a calculé, de façon heuristique, les deux
premiers moments empiriques de la mesure d’aire des polygones. Dans les années
soixante, R.E. Miles [8, 9] a repris ce problème pour l’étude de la qualité du papier
dont les fibres sont modélisées par les droites. Par des arguments de nature ergo-
dique, il a obtenu des résultats de convergence presque-sûre, ce qui lui a permis
d’en déduire les valeurs exactes des deux (et parfois des trois)premiers moments
empiriques de certaines caractéristiques géométriques, dans les cas R2 et R3. Ce
modèle a également été exploité afin d’estimer le temps moyen nécessaire à l’ex-
traction de l’huile contenue dans des blocs délimités par un réseau de failles dans
un gisement pétrolier (voir F. Conrad et C. Jacquin [2]). En 1975, G. Matheron
[10] a mené une étude théorique exhaustive des ensembles aléatoires. Il a également
évalué, dans Rd, d ≥ 2, la valeur de certains moments empiriques et a obtenu,
dans R2, la distribution empirique de la longueur de la projection orthogonale
d’un polygone sur un axe fixé, ainsi que quelques résultats sur les caractéristiques
du polygone contenant l’origine. Plus récemment, en analyse d’image, les proces-
sus poissonniens de droites ont été utilisés pour la reconnaissance des processus
stochastiques générateurs d’une image donnée (voir S. Archambault et M. Moore
[1]). Le spectre du Laplacien dans les polygones convexes de la mosäıque a été
étudié par A. Goldman [5] (en explicitant une correspondance entre les propriétés
géométriques des domaines polygonaux et celles de l’enveloppe convexe du pont
brownien). Un récent travail de R.E. Miles relatif à une conjecture de D.G. Kendall
sur les “grands polygones”, a été repris par A. Goldman [6].

Notre contribution [11, 12] concerne des théorèmes centraux limites pour les
caractéristiques géométriques des polygones convexes aléatoires, étudiées par R.E.
Miles dans le cadre de la convergence presque-sûre.

Soit P = {xn, n ≥ 1} une mesure de Poisson aléatoire dans le plan R2, de
mesure d’intensité

µ(A) = E card (A ∩ P) =
∫ +∞

−∞

∫ π

0

1A(ρ, θ)dρdθ,A ∈ B(R2),
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et soit H = {H(x), x ∈ P} l’ensemble des droites polaires associées. L’ensemble
H découpe le plan R2 en polygones convexes aléatoires qui forment la mosäıque
poissonnienne associée au processus poissonnien de droites dans le plan.

Soit BR = {x ∈ R2; ∥x∥ < R} le disque ouvert centré à l’origine, de rayon R >
0, et soient Di, i = 1, ..., NR les polygones convexes inclus dans BR. Considérons
par ailleurs une fonctionnelle X opérant sur les domaines polygonaux et invariante
par translation. Sous des conditions raisonnables de mesurabilité, un argument de
nature ergodique permet de voir que les moyennes empiriques, 1/NR

∑NR

i=1 1[0,t](X(Di)),
R > 0, convergent presque-sûrement vers une constante. Par définition, cette li-
mite, notée P̃{X ≤ t}, est la fonction de répartition empirique. De même, on peut
montrer par un argument de même nature que, sous certaines conditions, la limite
presque-sûre des moyennes empiriques, 1/NR

∑NR

i=1(X(Di)), R > 0, existe et est
égale à une constante. Par définition, cette constante, notée Ẽ X, est l’espérance
empirique.

Pour certaines caractéristiques géométriques des polygones convexes, des mo-
ments empiriques ont pu être calculés. Ainsi par exemple, en désignant respec-
tivement par Ẽ V , Ẽ P et Ẽ S les moyennes empiriques de la mesure d’aire, du
périmètre et du nombre de sommets des domaines polygonaux, on a Ẽ V = 1/π,
Ẽ P = 2 et Ẽ S = 4. Nous présentons ici des théorèmes centraux limites pour ces
caractéristiques géométriques.

1. Le cas de certains types d’angles liés aux droites polaires et du
nombre de sommets des polygones convexes inclus dans BR.

Nous nous intéressons aux angles formés par l’intersection de deux droites po-
laires avec l’axe (Ox). Désignons par si, i = 1, . . . , SR les sommets des polygones
inclus dans BR puis par βi et γi les deux angles formés par l’intersection avec l’axe
(Ox), des deux demi-droites issues du sommet si. Plus précisément, on désigne par
βi l’angle associé à celle des deux demi-droites dont le point d’intersection avec
l’axe (Ox) est celui d’abscisse la plus petite des deux. La répartition empirique de
ces angles vérifie le

Théorème 1. Fixons t et s dans [0, π
2
] . On a alors :

1

S
3/4
R

(
SR∑

i=1

1[0,t](βi)1[0,s](γi)−
nR(nR − 1)

4
m(t, s)

)
loi−→

R→∞
N (0, σ2(t, s)) (1)

où

m(t, s) =
1

2π

∫ t

0

∫ t

0

| sin(u− v)|dudv,

σ2(t, s) = I(t, s) + I(s, t) + J(t ∧ s, t, s)− 2m2(t, s),
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avec

I(a, b) =
4

3π2

∫ a

0

[∫ b

0

| sin(u− v)|dv
]2
du,

J(a, b, c) =
8

3π2

∫ a

0

[∫ b

0

| sin(u− v)|dv
∫ c

0

| sin(u− v)|dv
]
du

La démonstration de ce théorème repose, via la méthode des moments (voir
par exemple R. Durrett [4]), sur des arguments de nature combinatoire.

Le théorème suivant se déduit du théorème 1 et d’un résultat de R. Cowan [3]
reliant le nombre de points d’intersection des droites polaires situés dans le disque
BR au nombre de polygones contenus dans le disque BR. Il concerne :

(i) le nombre SR de sommets contenus dans BR ;

(ii) le nombre NR de polygones contenus dans BR.

Désignons par nR le nombre de droites coupant le disque BR.

Théorème 2. On a :

1

S
3/4
R

(
SR −

nR(nR − 1)

4

)
loi−→

R→∞
N
(
0,

64

3π
− 2

)
(2)

1

N
3/4
R

(
NR −

nR(nR − 1)

4

)
loi−→

R→∞
N
(
0,

64

3π
− 2

)
(3)

On peut également obtenir un résultat de convergence en loi pour les moyennes
empiriques du nombre de sommets. On sait notamment que Ẽ S = 4 et que
Ẽ S2 = (π2−8)/2([8]). En relation avec ces estimations, nous démontrons, comme
conséquence du théorème 2, le théorème central limite suivant :

Théorème 3. On a :

N
1/4
R

(∑NR

i=1 S(Di)

NR

− n2
R

NR

)
loi−→

R→∞
N
(
0,

1024

3π2
− 32

)

Par une méthode analogue à celle qui nous a permis de démontrer le théorème
1, nous obtenons un résultat concernant les angles aux sommets des polygones
inclus dans le disque BR. Soit Si le plus petit des deux angles formés par l’inter-
section des deux droites polaires se coupant au sommet si. On a alors

Théorème 4. Pour tout t ∈ [0, π/2], on a :

1

S
3/4
R

(
SR∑

i=1

1[0,t](δi)−
nR(nR − 1)

4
m(t)

)
loi−→

R→∞
N
(
0, σ2(t)

)
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où

m(t) =

∫ t

0

sinudu

σ2(t) =

(
64

3π
− 2

)
m2(t).

3. Le cas du périmètre des polygones convexes inclus dans BR.
Désignons par P (Di), i = 1, . . . , NR le périmètre du polygone Di contenu dans
le disque BR. On sait que les moyennes empiriques 1/NR

∑NR

i=1 P (Di) convergent
presque-sûrement vers Ẽ P = 2 ([8]). Dans ce cadre, nous obtenons le théorème
central limite suivant :

Théorème 5. On a :

N
1/4
R

(∑NR

i=1 P (Di)

NR

− πRnR

NR

)
loi−→

R→∞
N
(
0,

64

3π
− 2

)

Pour démontrer ce résultat, on fait appel au théorème de convergence en loi de P.
Lévy ainsi qu’au résultat intermédiaire suivant :

Lemme 1. Pour tout n ≥ 1, on a :

E

(
P0

n

V0

)
< +∞, (4)

où P0 désigne le périmètre du polygone convexe contenant l’origine et V0 sa mesure
d’aire.

La preuve de ce lemme exploite l’expression explicite de la loi empirique de la
longueur de la projection orthogonale d’un polygone sur une droite fixée due à G.
Matheron (voir [10]).
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