Principe d’invariance local pour les chaines de Markov

Caroline Noquet

Considérons & = (& )ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (v.a.i.i.d.), définies sur un espace probabilisé (€2, A, P)
et a valeurs dans (R, B(R),\), ou B(R est la tribu borélienne de R et A est la
mesure de Lebesgue. Les v.a. & sont telles que E(&) = 0 et Var(&) = 02 < .
Posons Sy = 0 et pour tout k € N*, S, = & + ... + &. Fixons n € N* et
construisons le processus polygonal ¢, défini pour tout ¢ € [0; 1] et tout w € 2 par

Cn(t,w) = [ Sy (w) + (0t = [nt])& g1 (w)]
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ou [x] désigne la partie entiere de x. Notons C'[0; 1] 'espace des fonctions continues
sur [0;1] et P, la loi de ¢, sur C[0;1]. Nous savons [1] que P, = W, ou W est la
loi du processus de Wiener noté {w(t);t € [0;1]} et “=" désigne la convergence
en loi. Si ¢ est une fontionnelle définie sur C|0; 1], W-presque partout continue,
alors P, ! = W1

En imposant des conditions plus fortes sur la densité p de & et en restreignant
la classe des fonctionnelles, Y. Davydov dans [4] a montré une assertion plus
forte, c’est-a-dire qu’au lieu de la convergence faible, il obtient la convergence
P,o~! — W™t en variation.

Notre objectif est de généraliser ce résultat au cas ou £ est une chaine de
Markov (c.m.) homogene stationnaire.

1 Inégalité

Dans un premier temps, il s’agit de majorer la distance en variation entre la loi
P, du vecteur (i, ...,&,) et laloi P?; du vecteur translaté (& + ayq, ..., &, + an),
ol a = (ay)ren+ est une suite réelle. La loi de probabilité initiale stationnaire IT de
¢ a pour densité 7 supposée absolument continue (a.c.) et le noyau de probabilité
de transition P a pour famille de densités de transition {p(z,.); x € R}, ou p(z,.)
est supposée a.c. pour tout z € R. Notons 7' la dérivée de 7 et pl, p; les dérivées
partielles de p. Définissons la notion de I-régularité suivante [5].

Définition 1. Soit O un ouvert de R. La famille des densités de probabilité
{p(.,0);0 € O} est I-régulicre si lapplication de O dans L*(R,\) qui a 6 as-
socie p'/2(.,0) est continiment différentiable au sens des normes standard de R
et de L*(R, \). La quantité d’information associée est définie par
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qui s’écrit sous la forme usuelle de la quantité de Fisher.

Notons J = {z € R|n(z) > 0} et {q(y,.);y € J} la famille des densités de
transition de la chaine inversée (par rapport a II). Nos hypotheses de /-régularité
sont les suivantes.

(R) La famille {n(. +t);t € R} est I-réguliere et

(R") La famille {p(z,.);z € J} est I-régulicre et pour z € J
v, ’
I (w) = / [—“(:v,y)] pl@,y)dy.
JLP

(R™) La famille {q(y,.);y € J} est I-réguliere et pour y € J

F = [ [P - D] T2y

p ™ m(y
Nous supposons de plus que

It = /]I+($)W($)d$ <ooet [ = /JI‘(y)w(y)dy < 00. (1)

Théoréme 1. Si (R), (R"), (R™) et (1) sont réalisées, alors l'inégalité suivante
a lieu

”PZ - Pn” <v2I Zazv
k=1

oul=1I(m)+It+1".

2 Principe d’invariance local

Soit f : R — R et n € N*. Posons Sgp = 0 et S = f(&) + ...+ f(&). Le
processus polygonal ¢, de loi P, est défini par

Coltw) = % (S (@) + (nf — [18]) (€1 ()]
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En utilisant 'inégalité précédente et un théoreme limite local pour les fonc-
tionnelles de processus aléatoires (Y. Davydov [2]), nous montrons un principe
d’invariance local pour la suite de lois (P,)nens-

Théoréme 2. Si les conditions suivantes sont réalisées

(1) (R). (RT), (R) et (1),
(2) 36 >0 et AM >0 tels que Vx € R, f'(x) > 6 et |f"(x)] < M,

(3) P, = W. avec ¢ > 0,

(4) ¢ € Mw,

1

alors P,po=t — W™t en variation.

Remarque 1. W, est la loi du processus {cw(t);t € [0;1]}. La définition de la
classe des fonctionnelles My, ainsi que de nombreux exemples sont disponibles

dans [3] et [4] .

Dans ce résultat, nous avons supposé la convergence faible de la suite (P,)n € N*.
En ajoutant des conditions peu restrictives sur £ et sur f , il existe un principe
d’invariance, c’est-a-dire que la condition (3) est réalisée. En effet, supposons que
f € L?(J, 1) vérifie la condition suivante
(C)Pf = P, — g pour une fonction g € L*(J,1I)
et notons 0% = ||g — f||3 — ||P(g — f)||3- Nous pouvons alors énoncer le corollaire
suivant.

Corollaire 1. S7 les conditions suivantes sont réalisées

(1) (R). (R"), (R) et (1),

(2) 36 >0 et AM > 0 tels queVx € R, f'(z) > 6 et | f"(z)| < M et f € L?(J, 1)
vérifie (C) avec o* > 0,

(3) & est indécomposable,

(4) ¢ € Mw,

1

alors P,po=t — W™t en variation.

Remarque 2. La définition d’une chaine indécomposable se trouve dans [6]. Les
conditions (1) et (3) permettent de démontrer que & est Harris-récurrente positive
sur J (définition dans [6]). Ceci et la condition (C) sont les conditions requises
pour avoir le principe d’invariance, c’est-a-dire la condition (3) du théoréme 2.
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