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Introduction et hypothèses
On propose d’étudier la stabilité et la sensibilité d’un problème de contrôle
optimal gouverné par une équation parabolique semi-linéaire, avec des con-
traintes sur le contrôle.
On considère un système dont l’état y est donné par





∂ty + Ay + f(y) = u in Q
y = 0 on Σ

y(0) = g in Ω ,
(3.4)

et un problème de contrôle optimal (g étant fixé , g = 0)

(Pτ )





min Jτ (u, y) :=
1
2

∫
Q
(y − τ)2 dx dt + N

2

∫
Q
u2 dx dt

y = y(u) solution de (??)
u ∈ K ,

où N > 0, τ ∈ Lp(Q) et K un convexe fermé borné dans Lp(Q). Ce genre
de problème (Pτ ) a au moins une solution u∗(τ). Nous aimerions décrire la
sensibilité locale de u∗(τ) par rapport à τ ainsi que le comportement de la
fonction valeur optimale τ 7→ J(u∗(τ), y(u∗(τ))). Sous des conditions d’opti-
malité du second ordre, nous donnerons un résultat de stabilité du contrôle
par rapport au paramètre et en plus d’une hypothèse de polyédricité de K
(notion définie dans [?]) on établit un développement local du second ordre de
la fonction valeur optimale au voisinage d’une valeur fixée τ̄ . La plus part des
techniques utilisées sont dûes à J.F. Bonnans [?] qui a étudié la question dans
le cadre elliptique pour le même type de perturbation convexe. Par ailleurs,
nous avons étudié le cas plus général d’une perturbation nonlinéaire (où la
donnée initiale g mal connue dans l’équation d’état est considérée comme un
paramètre). Ce que nous n’aborderons pas ici.

Précisons les hypothèses :
— (H1) A est un opérateur différentiel elliptique du second ordre défini
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par

Ay = −
N∑

i,j=1

∂xi
(aij(x)∂xj

y) + ao(x)y avec

aij ∈ C2(Ω), i, j = 1 · · ·N,
ao ∈ L∞(Ω), Infess {ao(x) | x ∈ Ω} ≥ 0.

∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ RN ,
N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥M
N∑

i=1

ξ2i with M > 0 .

(3.5)
— (H2) f est une fonction réelle C2 de R dans R, non croissante et

globalement lipschitzienne continue. On note similairement la fonction
f et l’opérateur de Nemytskii f : y 7→ f(y) tel que f(y)(x, t) =
f(y(x, t)), (x, t) ∈ Q.

Propriétés de l’équation d’état :
(i) On suppose (H1) et (H2). Pour tout u ∈ Lp(Q) et g ∈ W 1,p

o (Ω) avec p >
N , l’équation (??) admet une unique solution y = y(u, g) ∈ W2(0, T )∩C(Q).
(ii) Continuité de la fonction d’état par rapport aux données

Pour tout u ∈ Lp(Q) et tout g ∈ W 1,p
o (Ω), il existe C > 0 tel que

∥y∥∞,Q ≤ C (∥u∥p,Q + ∥g∥∞,Ω + 1), (3.6)

D’autre part y est continue Hölder sur Q : pour tout M > 0, il existe une
constante C et ν > 0 telles

∥u∥q,Q + ∥g∥∞,Ω ≤M =⇒ ∥y∥Cν,ν/2(Q) ≤ C.

Preuve (voir [?]).
Théorème L’application (u, g) 7→ y(u, g) est séquentiellement continue
i) de Lp(Ω)×W 1,p

o (Ω) muni de la topologie faible-Lp(Q)× faible-étoile L∞(Ω)
dans C(Q) (fort).
(ii) de Lp(Ω) ×W 1,p

o (Ω) muni de la topologie faible dans C(Q) fort et dans
L2(Q) fort.
Preuve Voir ([?]). Cette propriété de la fonction d’état est cruciale dans la
suite.
On définit l’espace d’état

Y = {y ∈ Wp(0, T ) | ∂ty + Ay ∈ Lp(Q), y = 0 sur Σ, y(0) ∈ W 1,p
o (Ω)} .
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Y est un sous-espace de C(Q), et muni de la norme

∥y∥Y = ∥y∥Wp(0,T ) + ∥y∥C(Q) + ∥yt + Ay∥Lp(Q) + ∥y(0)∥W 1,p
o (Ω) ,

c’est un espace de Banach.
Si nous écrivons l’équation d’état sous forme d’opérateur T qui est de classe
C2.

T : Lp(Q)× Y → Lp(Q)×W 1,p
0 (Ω)

(u, y) 7−→ (∂ty + Ay + f(y)− u, y(0)),
alors le théorème des fonctions implicites nous dit que l’équation T (u, y) = 0
admet une solution unique en y := y(u) pour tout u ∈ Lp(Q). En remplaçant
dans l’expression de la fonction coût, (Pτ ) se formule ainsi :

(Pτ )

{
minF (u, τ) := Jτ (u, y(u))
u ∈ K

Propriétés de la fonction coût :(i) F est de classe C2 de Lp(Q) dans R et

F ′
u(u, τ)v = (Nu+ p(u), v)2,Q (3.7)

F ′′
u (u, τ)(v, v) = ((1− p(u)f ′′(y(u)))zv, zv)2,Q +N∥v∥22,Q. (3.8)

où p(u) est l’état adjoint associé à y et zv = Dy(u)v.
(ii) F est séquentiellement faiblement continue sur Lp(Q).

La condition d’optimalité suffisante du second ordre faible
(au sens de la norme L2) est satisafaite en u si

— u satisfait au système d’optimalité du premier ordre

∀v ∈ K, (F ′
τ (uτ ), v − uτ ) ≥ 0 . (3.9)

— et si
∃ν > 0 , ∀v ∈ C2(u) , F

′′
τ (u)(v, v) ≥ ν∥v∥22, (3.10)

où C2(u) est le cône critique dans L2(Q)

C2(u) = {v ∈ L2(Q); F ′
τ (u)v = 0, u+ δv + o(δ) ∈ K, δ > 0 }

Le problème quadratique associé à (Pτ ) :
Une autre approche de la théorie des conditions d’optimalité du second ordre
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associe à chaque point admissible u de (Pτ ) un problème quadratique (Qu,τ,η)
qui est à la base du résultat de sensibilité. Pour tout η fixé dans L2(Q) :

(Qu,τ,η)

{
min F ′′(u, τ)((v, η), (v, η))
v ∈ C2(u)

Résultat de stabilité et de sensibilité
On notera V(τ) (resp. V(Qu,τ,η)) la fonction valeur optimale de (Pτ )
(resp.(Qu,τ,η) ) :
Théorème : (i)Soit τk une suite de L

p(Q) fortement convergente vers τ̄ dans
L2(Q) et uk solution de (Pτk) . Alors, il existe ū solution de (Pτ̄ ) tel que uk
converge vers ū faiblement dans Lp(Q) et fortement dans L2(Q).
Si de plus ū vérifie (??) alors

∥uk − ū∥2,Q = O(∥τk − τ̄∥2,Q). (3.11)

Supposons que K est L2(Q)-polyédrique.
(ii) Soit τk = τ̄ + tkη, avec η ∈ Lp(Q). Si ū vérifie (??) alors on a le
développement du second ordre de la fonction valeur optimale (à une sous-
suite près)

V(τk) = V(τ̄) + tkF
′
τ (ū, τ̄)η + t2k V(Qū,τ̄ ,η) + o(t2k) .

(iii) Si v est une limite au sens faible de
uk − ū
tk

dans L2(Q) alors v est une

limite au sens fort de
uk − ū
tk

dans L2(Q) et v est solution de V(Qū,τ̄ ,η).

preuve
La preuve se base essentiellement sur une méthode des sous et sur estimations
des fonctions valeurs optimales sur la régularité de la fonction d’état et sur
le lemme suivant qui permet d’écrire le développement de la fonction valeur
optimale avec un reste dans L2(Q) pour des fonctions tests dans Lp(Q).
lemme Soit r(u, v) le reste dans le dévelopement du second ordre de la
fonction coût F , c’est à dire

F (u+ v) = F (u) + F ′(u)v +
1

2
F ′′(u)(v, v) + r(u, v).

Quand v → 0 dans L2(Q), et v appartient à un ensemble borné dans

Lp(Q), avec p > N
2
, on obtient

|r(u, v)|
∥v∥22

→ 0.
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