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Le but de mes recherches est de trouver un ou plusieurs parametres
permettant de savoir si une personne a de 1'ostéoporose ou non.

L’ostéoporose est une maladie qui touche surtout les femmes et qui se tra-
duit par une augmentation du caractere poreux de 1'os et donc de sa fragilité.
L’ostéoporose se révele tardivement car les douleurs n’apparaissent habituel-
lement qu’a l'occasion de complications comme la fracture du col du fémur
(Dans la plupart des cas, on dit qu'une personne est tombée et s’est cassée
le col du fémur alors qu’en fait, le col s’est cassé et elle est tombée).

A Theure actuelle, il existe des méthodes qui permettent de dépister
l'ostéoporose (absorptiométrie photonique, absorptiométrie bi-photonique,
études histomorphométriques, ...) mais elles sont tres couteuses.

La recherche de nouvelles techniques fiables et d'un prix réduit est ac-
tuellement un des axes de recherche dans ce domaine.

Comme 1'ostéoporose se reconnait a la radiographie par une hypertrans-
parence diffuse de 'os ou par un amincissement des travées osseuses, la
numérisation de clichés radiographiques et leur étude par des méthodes d’ana-
lyse d'images peuvent s’avérer un bon moyen d’obtenir des parametres quan-
titatifs.

Nous sommes donc en possession de radiographies du Calcaneum (os du
talon).

Nous avons testé sur ces images tous les parametres classiques de 1’ana-

lyse de textures d’images grace a un logiciel créé par 'INRIA : Arthur. Au-
cun de ces parametres ne nous a permis de séparer les malades des sains.
Il a donc fallu s’orienter vers de nouvelles téchniques. Une équipe de cher-
cheurs d’Orléans (LESI) a montré 'intéret d’un modele fractal pour I'analyse
d’images et a appliqués une méthode d’analyse fractale orientée (estimation
du parametre H du mouvement brownien fractionnaire ([?])) sur les radio-
graphies d’os ([?]).
L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne considere pas I'image dans
son ensemble mais ligne par ligne. Nous avons donc décidé de définir une ex-
tension du mouvement brownien fractionnaire a la dimension 2 pour étudier
I'image dans sa globalité.

Maintenant que le cadre est défini, nous allons faire quelques rappels
avant de passer a la définition du drap brownien fractionnaire.
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Toutes les définitions de bases proviennent de [?].
Définition : Le drap brownien est un champ gaussien centré
{Bs; (s,t) € R2} dont la matrice des covariances est :

\ (Sl,tl), (Sg,tg) € %2 E(B51,t1B82,t2) = inf(Sl,SQ) X inf(tl,tg). (33)

Considérons maintenant une fonction ® € L*(R?). Alors, I'intégrale sto-
chastique de ¢ par rapport au drap brownien fractionnaire s’écrit
Y = [ ¢(s,t)dBs;. La propriété principale que nous allons utiliser est que Y’
est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance [ [ ¢*(s,t)dsdt.

Définition : On appelle Drap Brownien fractionnaire le champ W, sz défini
par :V(s,t) € (R)?

Wastsit) = [ [ s — i = (e - 02 - (o)l Hab,

ou, (z); représente la partie positive de x et (o, 3) sont deux parametres
réels a préciser pour que ces 4 intégrales aient un sens.

Ce processus est une généralisation du mouvement brownien fractionnaire
de Mandelbrot et Van Ness ([?]) aux champs aléatoires définis comme double
intégrale fractionnai{e d'un dfalf brownien. Posons : 1 1
Jals,u) = (s —w)T 7 = (—u)T 7 et fu(t,v) = (t—v)1 ? = (—v)I %,

On peut remarquer que ce sont les intégrands d’'un mouvement brownien

fractionnaire classique (aux constantes pres) de parametres respectifs v et f3.
Alors :

Wap(s,t) = / / fal(s,u) fa(t,v)dBy,

Proposition : Si a et 5 €]0, 1], alors W, 3 est bien défini.
Preuve : Pour que W, 3 existe, il faut que les intégrales fractionnaires uti-
lisées soient bien définies. Cela est vérifié des que l'intégrand appartient a
L2
Proposition : Le champ W, 3 est un champ aléatoire gaussien centré nul
sur les axes.

On définit, comme cela est classique pour les processus a double indice,
les accroissements jjrectangle;; du processus W, 3 :
W((s,t), (5 + hit + K;)|)
= Waps(s+ hi,t + ki) — Waps(s+ hit) — Waps(s, t + k) + Wap(s,t)
notés par la suite Ay W (hs, k;).
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Definition : Un processus X = (X;,t € T) est stationnaire si :
Vn, V(ty, - ,t,) € T" laloi de (Xyi4y, Xittys - Xege, ) ne dépend pas de ¢.
Proposition : Le processus W, s(s,t) est a accroissements stationnaires.
Preuve : Il faut donc montrer que pour tout (s,t) € (®*)2, le processus
accroissements { Ay W (hi, ki) } i, k)em+)2 est de méme loi que le processus
{Aw0o)W (his ki) }h ke )2

On notera désormais A, zW (h, k) un tel accroissement qui vérifie le co-
rollaire suivant :
Corollaire : Le processus jjaccroissement;; A, 3W est un champ aléatoire
gaussien centré de matrice de covariance :

1
1 CaCalhal 1y 2 = 1By — Dy ) (il + ks = [k — Ky [*)

Proposition Le processus W, g est statistiquement auto-similaire dans le
sens ou :
si Vh, k € R}, le processus VAVQWB défini par
Was(s,0) = DR W5 7).

est de méme loi que W, g.
Preuve : Il est évident que Waﬁ est un champs gaussien. Donc, pour montrer
que les deux champs aléatoires ont la méme loi, il suffit de montrer qu’ils ont
la méme moyenne et la méme matrice de covariance.

Nous allons maintenant nous intéresser a la continuité des trajectoires.
Proposition Si a et § €]0,1[, W, 5 admet une modification dont les tra-
jectoires sont continues sur R? au sens de Hoélder & lordre (o, '), Vo/ €

10,af, 8" €0, B[.

L’un des objectifs futurs concernant le drap-brownien est bien sir l'es-
timation des parametres « et [ et la simulation du processus. Dans cette
optique, nous nous sommes intéressées a la régularité de W par rapport aux
parametres « et 5.

Nous montrons que le drap brownien fractionnaire est continu en («, )
dans le sens suivant :

Théoréeme : Soit W, s, le processus défini en (??) avec0 < aa < 1,0 < f < 1
et le compact de R°

T, =1[0,L] x [0, K] x {a,d/, B, B € [a,b]* x [¢,d])*/|a — | + |8 — B| < h}
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défini pour [a,b] X [¢,d] € (0,1)? et L, K > 0. On pose

Ah = sup |Wo¢,,3(57 t) — Wa/ﬁ/(s, t)|
(s,t,a,0! 8,8 ETH

Alors, A; converge presque surement vers 0 lorsque h tend vers 0. Plus
précisement, on obtient qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
e > 0 et tout § < 1, presque stirement :

A, —
lim sup h—Ch <

E.
h—0 h(;
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