Conditions d’existence de solutions pour ’équation du pendule simple.
Sandrine Tagni

Nous nous intéressons a I’équation du pendule simple et forcé. Ce systéme s’écrit

u”(t) + a*sinu(t) = f(t) sur [0, 7], u(T) — u(0) = u'(T) —u/(0) =0 (1)

oll a est une constante, 1" est la période de I'oscillation et f est la force appliquée sur
le pendule. Nous renvoyons a [3] pour plus de détails sur la construction du systéme.
Nous étudions les conditions suffisantes d’existence de solutions périodiques non
triviales pour le systéme (1). J. Mawhin et M. Willem [4, 5|, ont étudié ce probléme
pour f de moyenne nulle. Nous appellerons moyenne de la fonction f sur [0, 77, le
nombre :
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M) =7 [ ssas
0
Les solutions au systéme (1) correspondent aux points critiques de la fonctionnelle

Jr(u)) == %/0 \u'(t)\zdt—az/o (1—cosu(t))dt+/0 f(t)u(t)de.

définie sur Hr, l'espace de Hilbert des fonctions T-périodiques de H'. Ils montrent
que J; a un minimum local strict u;. IIs démontrent aussi que J; satisfait les condi-
tions du Théoréme du col [1]. Il existe alors une deuxiéme valeur critique ¢, différente
de Jy(uy) .

Notons que si f est non identiquement nulle et de moyenne nulle alors les deux
solutions ainsi obtenues, ne sont pas constantes.

Lorsque f n’est pas de moyenne nulle, la fonctionnelle J; ne vérifie pas la condi-
tion de Palais-Smale classique : il faut en trouver une version adaptée a la situation.
Nous considérons I’équation (1), ot f est une fonction constante. On pose

u"(t) + a*sinu(t) = A sur [0, 7], u(T) — u(0) = o/(T) — u'(0) = 0 (2)
avec A € R.
1. Quelques conditions nécessaires d’existence de solutions non constantes

En intégrant la premiére équation du systéme (2) sur [0,7], on constate que si
: I
A € {—a?, a*} alors les seules solutions du systéme (2) sont u = = mod 7. Ce cas

ne nous intéresse pas. De plus si u est solution de (2) , —u est solution de
u”(t) + a*sinu(t) = —\ sur [0, 77,
w(T) — u(0) =u/(T) — u/'(0) = 0.
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Et il nous suffit d’étudier le systéme (2) avec 0 < A\ < a® On appelle H., I'espace
de Hilbert de fonctions T-périodiques de H!
Lemme 57 s est une constante quelconque et a est une constante telle que

2

2
O<a SW,

[’équation :

1

u"(t) + a® {sin(u(t) +5) — 7 /OT sin(u(0) + s)de} =0 sur [0, 7],

w(T) —u(0) =o' (T) — u'(0) = 0. (%)

n’a pas de sotution différente de la solution nulle dans [’espace ﬁ]}, des fonctions de
moyenne nulle de Hi.

Il suffit de voir que la fonctionnelle associée a (*) est strictement convexe et
atteint son minimum en v = 0 dans Hj..

, 42

Théoréme 1 5i 0 < a* < -
non triviale dans H}. Démonstration : L’équation (2) est équivalente au systéme
suivant

et |\| < a?, alors l’équation (2) n’a aucune solution

=u— M(u)

/T sinfu(0) + M(u)]d@} =0 sur [0, 77,

0

Nl = =

i’ +a® {sin[ﬁ + M(u)] —

/0 " sini(8) + M(u)]do =

) —a(T) =@ (0) —a@'(T) =0 (3)

D’apreés le Lemme, pour chaque s fixé, I’équation

CL2
T
(0

a"(t) + a* {sin(&(t) +8) — %/0 sin(a(t) + s)dt} =0 sur 0,7
a(0) — a(T) = @(0) — @(T) = 0

a pour unique solution @ = 0. Dans I’équation (3), on a
s = M(u).

De plus, les seules solutions de (2) sont les constantes s telles que a?sins = .

2. Analyse dans le plan des phases et méthode de variationnelle
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Par une méthode du plan des phases, on cherchera des conditions suffisantes a ’exis-
tence d’une solution non constante, de I’équation (2). On vérifiera ensuite ces condi-
tions suffisantes par une méthode variationnelle. L’intérét de cette deuxiéme mé-
thode réside dans le fait qu’elle peut s’appliquer au cas du pendule double (voir
multiple).

Théoréme 2 Si on a

N < a? = < Vat— 22 (4)

alors U'équation (2) admet une solution périodique non constante.
Démonstration du Théoréme : On a vu plus haut, que 'on pouvait encore écrire
A de la facon suivante
A= a’sinw

avec w € [0, 5[. La condition (4) devient

Par une méthode de plan des phases, on démontre que si v est solution non constante
de (2) , alors il existe une deuxiéme solution u de (2) dépendant de v telles que

ug = u(0) €Jw, ™ —w|, et u'(0) =0 (5)

Ensuite, on va démontrer que si u est une solution non constante de (2) avec les
conditions (5) alors il existe une fonction continue H :] w, ™ — w[— R telles que

T "2
T S H(ug) = oo, et T H(up) = 2

H .
(UO) \/5 ’ u0—m—w Ug—w A/ COS W

- On en déduit que

+oo| C H(Jw, 7 — w]) .

™2
N

, . 7T2 2 . .
Par conséquent, si T < a“ cosw alors il existe uy €] w, ™ — w| tel que

T
ﬁ = H(UQ)

et la solution de (2) avec u(0) = ug, u/(0) = 0 est périodique de période T
Etudions le probléme par la méthode variationnelle. Soit J,, : H: — R, la fonc-
tionnelle associée au systéme (2) définie par

Jo(u) = %/0 |/ ()| dt — a2/0 (1 — cosu(t))dt + a®*T M (u) sin w.
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Autrement dit, les solutions de (2) correspondent aux points critiques de J,,. On com-
mence par démontrer que w et 7 —w mod 27 sont les points critiques non constants
de J,. Ensuite on démontre que .J,, vérifie une version modifiée de la condition de
PaJais-Smale classique, [1], et J,, satisfait les hypothéses du théoréme du col [1]. Par
conséquent, il existe une valeur critique ¢, := J,,(u,) définie par

o R )

B={yeC(0,1;H;);7(0) =7 —wety(1) = -7 —w}

e Supposons que u, est un point critique constant non isolé, alors il existe un
autre point critique non constant.

e Supposons que u, est un point critique isolé. On démontre que u, est de type
mp, |2], et que m—w mod 27 n’est pas de type mp. Par conséquent, u, est différent de
m —w mod 27. Ensuite, nous utilisons un résultat sur les indices de Morse des points
critiques, de Hofer [2|, pour démontrer que u, a un indice de Morse strictement

2
T
inferieur a deux. Or si T < a® cosw, l'indice de Morse de w est supérieur ou égale

a trois. Par consequent, u, est différent de wmod 2.

Finalement, si 47*T2 < a? cosw alors il existe une solution non constante a I’équa-
tion (2) pour A := a®sinw
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