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����	������� �������	�
�� �������	��	 
�� �
����	� �
�
����	� �	���
��	� (X, B, μ, T ) � �� (X, B, μ)

	�� �� 	��
�	 �	 ����
������ ��
��
�� ���	�� � ���	 ����� 	�� ��������	 � ([0, 1],B([0, 1
���� ����	 �	���	 ������	��	 ����
����	�� 	� �� T 	�� ��	 ��
������
���� �	 X �
��
�������	 �	��	 ��	 T 	�� �� 	���!	� ���	���
��	 ��� �� 	��	���	 �	 �	���	 ��	��	�
	� T ����	�!	 �
 �	���	 μ " �� 
 Tμ = μ.

�� �	#
��	 
���� ����	�� �	 �������	�� �	� �����	� T n �	 T ��� X ��
�� n
!
��	� 	� �� �������	��	 
�� ���������� ��!
��
��	� �
� �����������	 �	 �
����	�
�
�
����	� ��$	$ ��� %��
������	��& �	� 	��
�	� 	� ���	 �	��� ��	 �	� �	���	� 	�
�	� ��
������
������$ '
��� �	��	���� �	� �������
�	� ���� "

���
��������$ (	 �
����	 	�� 	�#�����	 ������	 ���� ���� ����	�� A ∈ B, TA =
A μ���	���	 �
����� 	���
)�	 μ(A) = 0 �� *$ +�	�� ��	 ����	 ����������������� ��
�
����	$ +	��	 ��������� 	�� 
���� ����!
�	��	 
� �������	 �	 ,�� -	��
�� " �� A
	� B ���� �	� ����	��� �	 B 
���� 1

n

∑n
0 μ
(
T kA ∩B

)
���!	�#	 !	�� μ(A)μ(B) $

�� �������$ +�	�� ��	 ��������� �	 ����	 ���
������� �
�� ��	��
�	� ���� ����	
��	 �
 ������	��	 " �	 �
����	 	�� ���
�#	
�� �� ���� ���� �	� 	��	���	� A 	� B �
��
B� �
 ��
����� μ (T nA ∩B) ���!	�#	 !	�� μ(A)μ(B) $

+	� ��������	� ���	��	�� 	� �
�� �	��	�	�� �� �
�	 ��	���
� �� �
����	� ��	
���� ��.������� �
���	�
��$

���
	 ��	
����	 
	� ������	� 
�������	� �	������	��
+���������� /� �
����	 (X,B, μ, T ) � �� �	�� ��� 
�����	� �� ����
�	�� UT

��.�� ��� L2(X) �
� UTf = f ◦T $ (
 ������	 ��	���
�	 	� ������	 	�#�����	 �������	

���� � ������	 �	� �
�
����������	� ��	���
�	� �	� ����
�	��� ���!	�
�� �	� �
����	�
�
�
����	�$

0��� (X,B, μ, T ) �� �
����	 �
�
����	 �	���
��	� 	� UT ������
�	�� �	 L2(X)

������$ L2(X) 	�� �� 	��
�	 �	 1���	�� ���� �� ������� < f, g >=

∫
X
fgdμ.

�� ��
	
� 
����
��� 
������	 � ��	 �������� f �
�� L2(X) 	�� �������	 �	���	 σf
��� ([0, 1],B([0, 1])) ��.��	 �
� �
 ��
�������	 �	 2����	� �
� σ̂f (n) =< Un

T f, f >
���� n ∈ Z$ �� ��
���� 
���� �� �����������	 ��	���
� 	���	 ��	��
�	 �
�����	 �	���
[UT , f ] 	�#	���� �
� f ���� UT � ���� �	 ������
�	�� UT � 	� L2(σf) ���� �	 ������
�
�	�� �	 ���������
���� V ψ(x) = e2iπxψ(x)$

�� ��.��� �
���	�
�� �	 ���� 
����
�� ������� �	 UT ����	 �
 �	���	 σ �	
([0, 1],B([0, 1])) � ��� !���.	 " �� 	����	 ��	 �������� f ∈ L2(X) �	��	 ��	 σ ���� �

�	���	 ��	���
�	 
������	 � f � 	� �	��	 ��	 ���� ����	 �������� g �
�� L2(X) � ��

�� σg << σ$ (	 �
�	 ��	���
� �
���
� 	�� ��.�� �	 �
3�� �����	� � ��	 ����!
�	��	
����$ -��� ��������	���� �
� �
 ����	 ��	 �	 ���� 
����
�� ��
���
� ������� �	 UT ���
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�	����	��	 �
 ���� #�
��	 �	� �	���	� ��	���
�	� 
������	� 
�� ��������� �	 L2(X)
������#�
�	 ����	� ��	 ���� ���	���� 	����	 σ.
�	�����	$ (	� ���������� ��	�#������� 	� �	 ���
�#	 ���� 	� �
�� �	� ���������� ��
�
�	 ��	���
� �� �
����	$ (�	�#������� ��#��.	 ��	 �	 �
�	 ��	���
� �� �
����	 ��

�
� �	 �
��	 	� 0� �	 ���
�#	 	�� ����!
�	�� � limn→∞ σ̂(n) = 0$

6�.�� �� �	�� ��
���� ��	 ������������� ��	���
�	 �	 L2(X) ���� �
 ����	
L2(X) = ⊕n>0[UT , fn] �� �	� �	���	� ��	���
�	� 
������	� 
�� fn, σn !���.	�� σn <<
σn−1� 	� σ1 	�� �	 �
�	 ��	���
� �
���
� �	 UT $ 0��� Bn ∈ B �	� ��	 σn ∼ 1Bnσ1�

���� �
 �������� �� �	���������� �� �
����	 	�� ��.��	 σ1���	���	 �
����� ��� [0, 1]
�
� m =

∑∞
1 1Bn .

(�����
�	�� UT 	�� 
���� ���	����� �
� σ 	� m$ -��� ������ ��	 UT 
��	� ��
��	���	 �����	 �� m = 1.

�	� ���
���� 
�������

�	�������$ 0��� T ��	 ���
���� 	�#�����	 ��� �� #����	 ����
�� (X,B, μ) ���� �	
�
 �	���	 �	 1

� ����
����	� 	� (G,G, m) �� #����	 
����	� ����
�� ���� 
����
�	 �
 �	���	 �	 1

�$ �� ��������	 ��	 
�����
���� �	���
��	 φ �	 X � !
�	���
�
�� G ������ 
��	��	 ���
��	� 7 
���� �
 ��
������
���� 
������	 � φ 
� �	���� �	 T,

��	��	 �
��	�� �
��
�� 	�� �
 ��
������
���� Tφ ��� X ×G ��.��	 �
�

Tφ(x, g) = (Tx, g + φ(x)).

(X ×G,B ⊗ G, μ⊗m, Tφ) ��.��� 
���� �� ���!	
� �
����	 �
�
����	 �	���
��	$
�� �����	 �
���	�
�� ������
�	�� �	 L2(X ×G) � UTφ

� 
������ � Tφ$ +���	 G 	��
����
��� ��� #����	 ��
� Ĝ 	�� �����	�� 	� �� �	�� ��������	� L2(X ×G) ���� �

����	 L2(X × G) = ⊕χ∈ĜLχ� 
!	� Lχ = {f(x)χ(y) , f ∈ L2(X)}$ +�
��	 Lχ 	��
��!
��
�� �
� UTφ

� 	� �
 �	��������� �	 �	������ � Lχ 	�� ����
��	�	�� ����!
�	��	 �
������
�	�� ��� L2(X) � Vχ� ��.�� �
� Vχf = χ ◦ φ.f ◦ T $ (�����	 ��	���
�	 �	 UTφ

�	 �
���	 
���� � ������	 �	 �
 �
����	 (Vx)x∈Ĝ.
'����	��� ������
�� ����	��
�� �	� ��
������
����� ��� ��� ��
����$ 6� �
�������	�

1$ 1	���� 
 ������ �
�� 89: ��	 �	 �
�	 ��	���
� �	 Vχ 	�� ���� �����	�� ���� �������
	� ���	�	�� ���#���	� ��$	$ ���
�#	� � �
 �	���	 �	 (	�	�#�	�� ���� ����!
�	�� � �

�	���	 �	 (	�	�#�	� 	� ��	 �
 �������� �	 ������������ 	�� �����
��	$ +	�� ������.	
��#��.�
��!	�	�� ������	 �	 �	� �
����	�$

���
	 
	 �� ��������
��� ��	
����	 
��� �	 
�� G = R/Z = T.
/� 
���	 ������
��8**:� ����!	 �
 ���������� ��	���
�	 #�������	 �	 �	� ��������

�������$ ;� �����
��	 �
�� �	 �
� �� T 	�� ��	 ���
���� ���
�����	��	 ��� X = T� 85:
�������	 ��	 �	 �
�	 ��	���
� 	�� �#
� � �
 �	���	 �	 (	�	�#�	 ��� ��	 φ 	�� ��	
�������� ��<�
��	�� ��#�����	� 	� ���� ������#�
�	 �	 �
 ����!�	 	�� ��� ����	$ +	��
	���
)�	 �
 ������������ ��.��	 �	 UTφ

$ 6� �
��� ��
����	�	�� 
���� ������
� ��� �

������������ �	� ����
�	��� Vχ ��	�� ������ �
�� �
�� �	� �
� �����	� ��� φ(x) = x� �

������������ !
�� n 
!	� χ(x) = e2iπnx�$

4=



/� ��	��	� ��
!
�� �8>:� 
 ����� ��� ������	 �	 �	��	 ������������ ��	���
�	 	�
�������� �	 �
 ��#��
���� �� ���
��	 "  �
� �� ��
���� �	� �������	� ���!
���
�������	 � ���� α 	� ����
� �

�������� �� [0, 1]� �� φ 	�� �������� � ��
������
��
��� �� [0, 1] ���
 R� ���

 �� �	���������� 
����
��� �� �����
���	
 V ����� 
	


L2(T) ��
 V f(x) = e2iπφ(x)f(x+ α) �
� ����� ����
�� ��
 max(2,
2π

3
V ar(φ)) $

�������	 � ���� α 	� ����
� �

�������� �� [0, 1], φ 	�� �������� ��
��	����

������	� �� [0, 1] ���
 R �� β =
∫ 1

0
φ′(t)dt$ �� �	���������� 
����
��� �� �����
���	


V �
� ����� 
�
�������� ����
��	
� � |β|+ 1 
� β �
� ��� �	�� �� β = 0� �� 
����
� �
�

�����$

-��� ���!��� �	�
���	� ��	 �
 �	����	 �
 ��
���� 	�� �����
�	 �
�� �	� �
�
������$

(
 ��	�!	 �	���	 ��� �� ������
��	 �� �	��	 �	 +�
���� ��� �	��	� �	 �
 ��	� �

������������ ��	���
�	 	� �������� �	 ��%	��
�	& ������ �
� ��	 ����	 �	 �����	��
�	�
�
�����	� Hn = [V, fn] �
�� L2(X)$
 ��������	  !"#$ ���� ���
�� 	�� 
	��� �� 
�	
%�
����
 ��
��
 �����&	�
 (Hn)n∈N 	�
0 < c < 1 ���
 &	� ��	
 ��	�� �������� f ∈ L2(X) ��
���� lim

n→+∞
d2 (f,Hn) ≤ 1 − c�

���

 ' �
� �� �	���������� ���� m <
1

c
$

-��� �
!��� ���������	 ���� �
 ���
���� Tx = x + α ���� x ∈ T� �	� ����	� �	
�����	��
�	� �
�����	� ��� �
������� �	 ������
��	 ������	�� " ���� �qn� �
 ����	 �	�
�������
�	��� �	 �
 ��
����� �������	 �	 α� 	� αn = min {|qnα− p| , p ∈ N}$ ;����(
T j
[
0, αn[)0≤j<qn+1 	�� �� 	��	���	 �����	�!
��	� �	�� � �	�� ��� ����� ���	�� ��	

������ ���� �
 �	���	 ���
�	 ���!	�#	 !	�� λ > 1/2 ������	 � ��	���	 ��	 ���������	�$
+���	 αn �	�� !	�� ?� ����	 �������� �����	 f ∈ L2 !���.	

∥∥f1∪T j [0,αn[ − πnf
∥∥
2
→

0� �� πn 	�� �	 ��� 	��	�� �����#��
� ��� ��	��
�	 	�#	���� �
� �	� 1T j [0,αn[ ���� 0 ≤ j

< qn+1$ 0��� fn = 1[0,αn[/
√
αn 7 �� 
 ���� �����#
���� d2 (f, [UT , fn]) ≥ ‖f‖22−‖πnf‖22$

+���	 ‖πnf‖2 ∼ ‖f1∪T jBn
‖2� �� ��<� �	 �����	� �
 ���!	�#	��	 �	 ‖f1∪T jBn

‖2 !	��
λ‖f‖2 " ��	�� �� ������
� ��� �������	��
��	 
�
��������	 �	� ����� �	 �
 ���
����$
(
 ����	 ��	��
�	� �
�����	� [UT , fn] �
����
�� 
���� �
 ��������� �� ������
��	 
!	�
c = λ� 	� �	 ������
��	 ��<� � �����	� �
 ���������� ��	���
�	 ���� T $

(����	 ���!
��	 �������	 � ��������	� �	� 	��
�	� �
�����	� 8,� fn:� ���� !���.	� �

!
������ �� ������
��	$ +���	 ���� �
 ���
���� �� �	 �	���	���� � n .��� 
� �����	��
�	
Hn 	�#	���� �
� �	� ��������� fn ���� 0 ≤ j < qn+1� 	� �� ��	���	 � �����	� �
 ����	
�	 �
 ��� 	����� ��� Hn ����	 �������� �����	$ (	� 	���	������ ���	��	� �	��	��	��
�	 �
����	� 	�������	�	�� �	��	 ����	 �
�� �	 �
� ���� ���
��	 
<�	 φ(x) = βx$ (	
�
� 
������	�� ������� �	 �
�� 	� �	�� �
���	� " �� �����	 ��
����� 	� ������
�� �	
�������	 	�#�����	 ������	�� �
 ���������� ��	���
�	 �	 V ��
��

∫ 1

0
φ′dμ = 0 �φ 	��

�	 �	#�� ?�$ @
�� �	 �
� ���� ���
��	 �	 �	#�� ��� ���� �� ��������	 �	������ 	�
��	 ����	 ���� ���
��	 
<�	 	� ���� ���
��	 �	 �	#�� ?� �	 ��� �	��	� �����	��� �
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���	 �
 ��
���� ��	 ���� �	 �
� 
<�	$ 6�.� ���� �� ���
��	 � !
��
���� �����	�
�	 �
���� �	 �
�� ���	��	�	��� ����� .�	�	�� ��	 �
�� �	� �
� ������	���$
���
	 
� ���	 ��	
���� 
��� �	 
�� G = {0, 1}.

+	 �
� 	�� �
���������	�	�� �����	��
�� �� �� �����	 �	� �
����	� � ������������ * "
	� 	B	� ������	 ��	���
�	 �	 UTφ

	�� ������	 � �	��	 �	 ������
�	�� UT ���� �	 ��	���	
	�� �����	 	� �����	�� 	� �	 ������
�	�� V �	 L2(X) ��.�� �
� V f = eiπφf ◦ T $ @��
��	 V 
��	� �� ��	���	 �����	 	� �������� UTφ


 ���� ������������ *� 	� ��� �
�	
��	���
� 	�� �
 ����	 �	� �
�	� ��	���
�� �	 UT 	� V $ @
�� �	 �
��	 ���� �������	
��
�����	 ��� ��	����	��	 �	 ��
������
����� � ��	���	 �	 (	�	�#�	 �����	� ���� ����
�����	����� � ��	 �������	����� ����
�� ��� ��	����	��	 �	 �
����	� �	 ������������
*� 
!	� �� �
�	 ��	���
� � ������
��	 �	 (	�	�#�	$ -��� 
����� ������	� ��� ��	
������	 �	��	��
�� ��	�����	� �
 �	���	 ��	���
�	 �	 V 
������	 � *� � �
���� ����	
������������ �	 T �	 �
3�� ������	��	 " ����	 ���� �
!��� ��	 �	 �
�	 ��	���
�
	�� ���� ���	�	�� ���#���	�� ���� �#
� � �
 �	���	 �	 (	�	�#�	� ��	 �	��	 �	���	
��	���
�	 �	��	� �	 ����	� �
 �
���	 �� �
�	 ��	���
�$ 6�
�� �����	 ��	 ����	
��	���	�� (pn)n≥0� 	� hn+1 = pnhn(h0 = 1) � ���� ����������� T ����	 �
 ���
����
�	 * ��� �	 #����	 ����
�� �	� 	���	�� hn�
����	�� X = {x =

∑
n≥0 xnhn, 0 ≤ xn <

pn}, ���� �	 �
 �	���	 �	 1

� μ ��	 �
����	 	�� 
��	�� �������	�$ -����� B0 = X
	� Bn = {x ∈ X, x0 = .. = xn−1 = 0}� ���� ���	���� 
���� ��	 ����	 �	 �
��������
(T jBn, 0 ≤ j < hn) ��� ���!	�#	�� !	�� �
 �
������� ������	��	� 	� ��� �	����	��	
��
����� �	 T ��� X ���	�� ��	 ����	 �	 ����� ���� T �$ -��� ������������ ��� �	� ������
�	� ���
��	� ��	 ���� 
��	���� �������
 �� ��

�� � !
�	��� �
�� {0, 1}� 	� ��� ����
�����
��� ��� ��
��� �	� T jBn� ���� 0 ≤ j < hn − 1$ (	� �������� #
���	� ���	���
������ 
��	��	 	��	������ �	 C���	� ����	�����	�� 
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