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Présentation générale.

On s’intéresse aux systémes dynamiques mesurables (X, B, u,T) , ou (X, B, u)
est un espace de probabilité standard (c’est a dire qu’il est isomorphe a ([0, 1], B([0, 1
muni d’une mesure borélienne normalisée), et ott T" est une transformation de X dans
lui-méme telle que 7' est bijective, bimesurable sur un ensemble de mesure pleine,
et T" préserve la mesure p : on a T’y = p.

On regarde alors comment se comportent les itérées T™ de T sur X quand n
varie, et on s’intéresse aux propriétés invariantes par isomorphisme de systémes
dynamiques (i.e. qui “transportent” les espaces en méme temps que les mesures et
les transformations). Parmi celles-ci les principales sont :

L’ergodicité. Le systéme est ergodique lorsque pour tout élément A € B,TA =
A p-presque partout entraine p(A) = 0 ou 1. C’est une sorte d’irréductibilité du
systéme. Cette propriété est aussi équivalente au théoréme de Von Neumann : si A
et B soot des éléments de B alors = >0 1 (T*A N B) converge vers pu(A)u(B) .

Le mélange. C’est une propriété de bonne répartition dans ’espace, plus forte
que la précédente : le systéme est mélangeant si pour tous les ensembles A et B dans
B, la quantité pu (T"A N B) converge vers pu(A)u(B) .

Ces propriétes dépendent en fait seulement du type spectral du systéme, que
nous définissons maintenant.

Etude spectrale des systémes dynamiques mesurables.

Considérons Un systéme (X,B,u,T) , on peut lui associer un opérateur Ur
défini sur L?(X) par Urf = foT. La théorie spectrale en théorie ergodique consiste
alors a décrire les caractéristiques spectrales des opérateurs provenant des systémes
dynamiques.

Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique mesurable, et Ur l'opérateur de L*(X)
associé. L*(X) est un espace de Hilbert muni du produit < f,g >= [ fgdu.

La mesure spectrale associée a une fonction f dans L?(X) est 'unique mesure o
sur ([0,1],B([0,1])) définie par sa transformée de Fourier par 6;(n) =< ULf, f >
pour n € Z. On établit alors un isomorphisme spectral entre 1’espace cyclique fermé
[Ur, f] engendré par f sous Uz, muni de I'opérateur Ur, et L?(o;) muni de 1'opéra-
teur de multiplication Vi) (z) = e*™1)(z).

On définit maintenant le type spectral maximal de Ur comme la mesure o de
([0,1], B([0,1])) , qui vérifie : il existe une fonction f € L*(X) telle que o soit la
mesure spectrale associée a f, et telle que pour toute fonction g dans L*(X) , on
ait 0, << 0. Le type spectral maximal est défini de fagon unique, a une équivalence
prés. Nous n’utiliserons par la suite que le type spectral (maximal réduit) de Ur qui
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représente la plus grande des mesures spectrales associées aux fonctions de L*(X)
d’intégrale nulle, que nous noterons encore o.

Remarque. Les propriétés d’ergodicité et de mélange sont en fait des propriétés du
type spectral du systéme. L’ergodicité signifie que le type spectral du systéme n’a
pas de masse en 0, le mélange est équivalent a lim,_,, o(n) = 0.

Enfin, on peut établir une décomposition spectrale de L?(X) sous la forme
L*(X) = ®,0[Ur, f,] ol les mesures spectrales associées aux f,, o, vérifient o, <<
On—1, €t 01 est le type spectral maximal de Ur. Soit B,, € B tel que o, ~ 1p o071,
alors la fonction de multiplicité du systéme est définie oj-presque partout sur [0, 1]
parm=>) | lg,.

L’opérateur Ur est alors déterminé par o et m. Nous dirons que Ur admet un
spectre simple si m = 1.

Les produits croisés.

Definition. Soit 7" une rotation ergodique sur un groupe compact (X, B, ) muni de
sa mesure de Haar normalisée, et (G,G, m) un groupe abélien compact muni aussi
de sa mesure de Haar. On considére une application mesurable ¢ de X & valeurs
dans G (qu’on appelle cocycle) ; alors la transformation associée & ¢ au dessus de T,
appelée produit croisé, est la transformation T}, sur X x G définie par

Ty(x,9) = (T, g+ ¢(x)).
(X xG,B® G, n®@m,T,) définit alors un nouveau systéme dynamique mesurable.
On étudie maintenant Popérateur de L?(X x G) , Ur,, associé a Ty,. Comme G est

compact, son groupe dual G est discret, et on peut décomposer L?(X x G) sous la
forme L*(X x G) = @, gLy, avec Ly = {f(z)x(y) , f € L*(X)}. Chaque L, est
invariant par Ur,, et la restriction de celui-ci & L, est nnitairement équivalente a
Popérateur sur L*(X) , V,, défini par Vi f = x 0 ¢.f o T. L’étude spectrale de Ur,
se ramene alors a I'étude de la famille (V) a-

Plusieurs résultats concernant ces transformations ont été établis. En particulier
H. Helson a montré dans 6] que le type spectral de V,, est soit discret, soit continu
et purement singulier (i.e. étranger a la mesure de Lebesgue), soit équivalent a la
mesure de Lebesgue, et que la fonction de multiplicité est constante. Ceci simplifie
significativement I’étude de ces systémes.

Etude de la multiplicité spectrale dans le cas G =R/Z =T.

Un autre résultat([11]) prouve la simplicité spectrale générique de ces produits
croisés. Au contraire dans le cas ot T' est une rotation irrationnelle sur X =T, [7]
démontre que le type spectral est égal a la mesure de Lebesgue dés que ¢ est une
fonction suffisamment réguliére, et dont I'intégrale de la dérivée est non nulle. Ceci
entraine la multiplicité infinie de Ur,. En fait, pratiquement aucun résultat sur la
multiplicité des opérateurs V,, n’est connu, sauf dans les cas simples (si ¢(z) = z, la
multiplicité vaut n avec x(r) = *™%),
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Un premier travail ([5]) a porté sur 'étude de cette multiplicité spectrale en
fonction de la régularité du cocycle : j’ai pu établir les théorémes suivants
Théoréme 1 Soit a un nombre irrationnel de [0, 1], et ¢ une fonction & variation
bornée de [0,1] dans R, alors la multiplicité spectrale de Uopérateur V défini sur
L2(T) par V f(x) = e¥™@) f(x 4 a) est finie, majorée par max(2, 2éTVar(gb)) .
Théoréme 2 Soit o un nombre irrationnel de [0,1],¢ une fonction absolument
continue de [0,1] dans R et f = fol ¢ (t)dt. La multiplicité spectrale de l'opérateur
V' est finie, strictement inférieure a ||+ 1 si B est non nul. Si =0, le spectre est
simple.

Nous pouvons remarquer que la seconde majoration est optimale dans les cas
connus.

La preuve repose sur un corollaire du lemme de Chacon, qui permet de majorer la
multiplicité spectrale en fonction de espace” occupé par une suite de sous-espaces
cycliques H,, = [V, f,] dans L*(X).

Corollaire (/2]) S’il existe une suite de sous-espaces fermés cycliques (Hp)nen €t
0 < ¢ < 1 tels que pour toute fonction f € L*(X) normée, ngrfoocf (f,H,) <1-—c¢,

1
alors V est de multiplicité finie m < —.

Nous savons construire pour la roctation Tr = x4+ a pour x € T, des suites de
sous-espaces cycliques qui satisfont le corollaire précédent : soit (g,) la suite des
dénominateurs de la fraction continue de «, et «,, = min {|g,& — p|,p € N}. Alors
(77 [0, an[)o<j<qns, est un ensemble d’intervalles deux a deux disjoints (c’est une
tour), dont la mesure totale converge vers A > 1/2 (quitte a prendre une sous-suite).
Comme «, tend vers 0, toute fonction normée f € L? vérifie Hf]_uTj[Oyan[ — 7ran2 —
0, ot 7, est le projecteur orthogonal sur 'espace engendré par les 17(9 o,,[ pour 0 < j
< nt1. S0it fr, = Lo ,a,[/+/@n ; on a donc Vinégalité d* (f, [Ur, fu]) > || fl15— [Eyals
Comme |7, |l ~ || fluziB, |, il suffit de montrer la convergence de || f1rig, ||, vers
Al|f]l2 = ¢’est un résultat sur 'indépendance asymptotique des tours de la rotation.
La suite d’espaces cycliques [Ur, f,] satisfait alors la condition du corollaire avec
c = ), et le corollaire suffit & montrer la simplicité spectrale pour 7T

L’idée suivante consiste a considérer les espaces cycliques [V, f,|, pour vérifier la
validité du corollaire. Comme pour la rotation on se restreint, a n fixé, au sous-espace
H,, engendré par les fonctions f,, pour 0 < j < @,1, et on cherche & minorer la norme
de la projection sur H,, d’une fonction normée. Les expressions obtenues permettent
de calculer explicitement cette borne dans le cas d’un cocycle affine ¢(x) = fz. Le
cas absolument continu se fait en deux parties : on montre d’abord, en utilisant le
théoréme ergodique ponctuel, la simplicité spectrale de V' quand fol ¢'dp =0 (¢ est
de degré 0). Dans le cas d’un cocycle de degré non nul, on décompose celui-ci en
une somme d’un cocycle affine et d’un cocycle de degré 0, ce qui permet d’obtenir la
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méme majoration que pour le cas affine. Enfin pour un cocycle a variation bornée,
le calcul se fait directement, moins finement que dans les cas précédents.
Etude du type spectral dans le cas G = {0, 1}.

Ce cas est particuliérement intéressant si on étudie des systémes a multiplicité 1 :
en effet I'étude spectrale de Ur, est réduite a celle de 'opérateur Ur dont le spectre
est simple et discret, et de I'opérateur V' de L?(X) défini par V f = ™ f o T. Dés
que V' admet un spectre simple et continu, Uz, a pour multiplicité 1, et son type
spectral est la somme des types spectraux de Ur et V. Dans le cadre d’un probléme
classique sur 'existence de transformations a spectre de Lebesgue simple, nous nous
intéressons a une sous-question portant sur l’existence de systémes de multiplicité
1, avec un type spectral a composante de Lebesgue. Nous allons utiliser ici une
méthode permettant d’exprimer la mesure spectrale de V' associée a 1, a partir d’une
construction de 7' de facon récurrente : comme nous savons que le type spectral
est soit purement singulier, soit égal a la mesure de Lebesgue, une seule mesure
spectrale permet de donner la nature du type spectral. Etant donnée une suite
d’entiers (p,)n>0, €t hpt1 = pphn(ho = 1), nous considérons 7' comme la rotation
de 1 sur le groupe compact des entiers hy,-adiques, X = {z = >  _ x,h,, 0 <1z, <
Pn}, muni de sa mesure de Haar y (le systéme est appelé odométre). Notons By = X
et B, ={x € X, g = .. = 2,1 = 0}, nous obtenons ainsi une suite de partitions
(T’B,, 0 < j < h,) qui convergent vers la partition ponctuelle, et qui représente
l'action de T sur X (c’est une suite de tours pour 7"). Nous construisons sur ces tours,
des cocycles que nous appelons cocycles de Morse, a valeurs dans {0, 1}, et qui sont
constants sur chacun des 77 B,,, pour 0 < j < h,, — 1. Les produits gauches obtenus
(qu’on appelle extensions de Morse) correspondent aux transformations provenant
des suites de Morses généralisées de [8]. J’ai alors établi le résultat suivant (|4])
Théoréme 3 Il existe un cocycle de Morse avec un spectre de Lebesque simple, et
donc une extension de Morse admettant un spectre simple avec une composante de
Lebesgue, si et seulement si il existe une suite de polynomes trigonométriques

pn—1

P,(x) = Z en(5)e*™*  sur T

Jj=0

ot pn > 2 et £,(J) = £1 pour 0 < j < p, et telle que || Py, //Pn converge vers 1.
Corollaire Si (p,) contient une sous-suite bornée, alors les extensions de Morse
associées admettent un type spectral purement singulier.

La preuve repose sur une expression explicite de la mesure spectrale, obtenue
par une méthode utilisée dans [3] pour les transformations de rang 1.

Remarquons d’abord que B, = ug’"*lTjhanH; comme ¢ est constant sur les
T'B, pour 0 < j < h, — 1, en notant f, = 1p,/+/u (B,), nous obtenons la relation

de récurrence f, = \/% Sl e ()V I (fi) 5 ot les £,(5) sont des coefficients
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a valeurs 1, définis par les valeurs de ¢ sur la tour d’indice n. En posant P,(x) =
\/% S hnle, (j)e 27 nous obtenons l'égalité of, = |P,|”oy,,,. Par suite nous
établissons que la mesure spectrale associée a f, = 1 est égale a la limite vague
des mesures Hév |P,|> X quand N tend vers Pinfini (qu’on appelle produit de Riesz
genéralisé). La condition du théoréme vient d’une condition de singularité pour ces
produits de Riesz généralisés donnée par J. Bourgain dans [1], énoncée de fagon plus

précise dans [9] : une telle mesure est purement singuliére si et seulement si nous
= 0.

1

En utilisant la bonne répartition des fréquences des polynomes F,,, nous simpli-

fions le critére précédent en le remplacant par une condition sur la limite des || P,||,,
ce qui conduit au théoréme.

. N
avons limpy_, o HHO P,
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