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Introduction

L'écoulement des �uides à travers des milieux poreux représente un problème d'une
grande importance, avec de nombreuses applications dans l'exploitation des gisements
pétroliers, la pollution, la géophysique, etc. Dans la pratique des exploitations pétro-
lières on rencontre le plus souvent des milieux poreux �ssurés. Dans ce cas un problème
sur lequel on a beaucoup discuté est la modélisation de ces mouvements. Dans la mo-
délisation mathématique des écoulements des �uides dans les milieux poreux �ssurés,
le milieu poreux est composé de blocs poreux, qui sont séparés par des �ssures qui ont
des dimensions plus grandes que celles des pores. Dans ces conditions même s'il existe
une seule phase �uide en mouvement, elle va se comporter de manière di�érente dans
les blocs poreux et dans les �ssures. Ceci laisse supposer qu'au niveau microscopique
on peut avoir deux pressions di�érentes qui correspond aux deux cas décrits.

En e�et on connait les équations proposées par Barenblatt et Zheltov [4] qui in-
troduisent deux pressions di�érentes dans les blocs poreux et dans les �ssures. On
décrit, dans ce cas, l'écoulement moyen, ou macroscopique, avec deux équations qui
contiennent un terme de transfert entre les blocs poreux et les �ssures ; ce terme est
représenté par la di�érence des deux pressions.

En utilisant la méthode de l'homogénéisation on a obtenu une modélisation ma-
thématique de ce type de problème avec deux hypothèses. La première suppose l'exis-
tence d'une double périodicité, ce qui correspond aux blocs poreux et aux �ssures. La
deuxième suppose l'existence d'une double porosité.

En utilisant la méthode de l'homogénéisation, Th. Levy [11] et P. Donato et J.
Saint Jean Paulin [6] ont proposé un modèle qui contient une double périodicité. Plus
précisément dans les �ssures l'écoulement est périodique en ε et dans les blocs poreux
en ε2. Le résultat qu'on obtient en passant à la limite est une loi de Darcy avec un
tenseur de perméabilité di�érent du tenseur classique de la loi de Darcy (E. Sanchez-
Palencia [14]).

Un autre modèle d'écoulement dans les milieux poreux �ssurés, proposé par T.
Arbogast, U. Hornung et J. Douglas [3] et U. Hornung [10], connu comme le modèle
de double porosité, consiste dans l'introduction de deux perméabilités très di�érentes
dans les blocs poreux et dans les �ssures. Plus précisément si on suppose que la per-
méabilité des �ssures est de l'ordre de l'unité, alors dans les blocs poreux on prend
une perméabilité de l'ordre de ε2. Le résultat du processus d'homogénéisation qu'on
obtient est un modèle avec deux pressions et donc avec un terme de transfert lié à la
di�érence des deux pressions.

Les deux modèles semblaient donner des solutions di�érentes. En partant de cette
remarque je me suis située dans mon étude dans le cas d'une double périodicité, mais en
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étudiant le problème de Neumann, ce qui correspond plus ou moins au cas de la double
porosité. Le résultat que j'ai obtenu montre que, du moins dans le cas d'un écoulement
stationnaire, le modèle à double porosité et celui à double périodicité coïncident. Au
niveau macroscopique j'ai obtenu une loi de Darcy.

D'un point de vue mécanique, on sait que l'écoulement d'un �uide à travers un
milieu poreux est décrit par
• la loi de Darcy :

v = −k(∇p− f)
où v est le vecteur vitesse, p la pression, k le tenseur de perméabihté (qui est symétrique
et dé�ni positif, cf. E. San& ez-Palencia), et f les forces extérieures.
• l'équation de continuité :

div v = 0

• la condition sur les frontières imperméables :

v.n = 0

On voit donc, que d'un point de vue mathématique, on est conduit à résoudre un
problème de Neumann :

− div (A∇u) = f

A∇u.n = 0

Si l'on considère maintenant que le milieu poreux est formé par des �ssures d'ordre
ε et des blocs poreux qui contiennent des inclusions (ou des trous d'ordre ε2), le pro-
blème de Neumann qu'on a à résoudre est tel qu'on cherche des solutions doublement
périodiques en ε et ε2.
Quelques résultats de convergence 3-échelle

De�nition Soit ue une suite bornée dans L2(Ω) . On dit que uε converge 3-échelle
vers une limite u0(x, y, z) ∈ L2(Ω × Y × Z) si et seulement si pour toute fonction
ψ(x, y, z) ∈ D(Ω, C∞p (Y × Z)) on a :

lim
ε→0

∫

Ω

uε(x)ψ
(
x,
x

s
,
x

s2

)
dx =

∫

Ω

∫

Y

∫

Z

u0(x, y, z)ψ(x, y, z)dxdydz

Théorème (i) Soit uε une suite bornée dans H1(Ω), qui converge faiblement vers
sa limite u(x) , dans H1(Ω) . Alors uε converge 3-échelle vers u(x) et il existe deux
fonctions u1(x, y) ∈ L2(Ω, H1

p (Y )/R), u2(x, y, z) ∈ L2(Ω × Y,H1
p (Z)/R) telles que,

quitte à extraire une sous-suite, ∇uε converge 3-échelle vers ∇u(x) + ∇yu1(x, y) +
∇zu2(x, y, z) .
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(ii) Soient uε et ε
2uε deux suites bornées dans L2(Ω), respectivement (L2(Ω))N

Alors il existe une fonction u0(x, y, z) ∈ L2(Ω × Y, H1
p (Z)/R) tel que, quitte à

extraire une sous-suite, uε et ∇uε converge 3-échelle vers u0(x, y, z) respectivement
∇zu0(x, y, z) .
Problème de Neumann dans un milieu poreux �ssuré

On veut étudier avec la méthode de l'homogénéisation le système suivant :

−∆uε = f dans Ωε (8)

uε = 0 sur ∂ Ω (9)

∂uε
∂n

= 0 sur ∂ Sε
Ω (10)

où f ∈ L2(Ω) .
La structure de Ωε présente une double périodicité (ε et ε2). Les zones dans les-

quelles les inclusions sont concentrées sont ε− périodiques et de dimension ε. Les
inclusions dans chaque zone sont ε2-périodiques et de dimension ε2.

Pour résoudre un tel problème on doit utiliser un opérateur de prolongement Pε ∈
L(Vε, H1

0 (Ω)) (D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin [5]) . Avec cette construction on
peut alors donner :
Théorème de convergence

(i) Quitte à extraire une sous-suite, les convergences suivantes ont lieu :

Pεuε → u(x) dans H1
0 (Ω) faible

Pεuε converge 3-échelle u(x)

(ii) Il existe deux fonctions u1(x, y) ∈ L2(Ω, H1
p (Y )/R) , u2(x, y, z) ∈ L2(Ω ×

Y,H1
p (Z)/R) telles que, quitte à extraire une sous-suite on a :

∇ (Pεuε) converge 3-échelle ∇xu(x) +∇yu1(x, y) +∇zu2(x, y, z)

La limite 3-échelle du système est alors :

∫

Ω×Y×Z

(
χF (y) + χY \F (y)χZ|S(z)

)
(∇xu(x) +∇yu1(x, y) +∇zu2(x, y, z))

(∇xΦ(x) +∇yΦ1(x, y) +∇zΦ2(x, y, z)) =

( |F |
|Y | +

|Y \F |
|Y |

|Z\S|
|Z|

)∫

Ω

f(x)Φ(x)dx

Pour voir de manière plus claire le système macroscopique on introduit les notations
suivantes :

A(y, z) = χF (y) + χY \F (y)χZ\S(z)
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A1(y) =

∫

Z\S
A(y, z) (Id−∇zw) dz

Ah =

∫

F

A1(y) (Id−∇yv(y)) dy.

Problème homogénéisée �classique� :

− divx
(
Ah∇xu(x)

)
=

( |F |
|Y | +

|Y \F |
|Y |

|Z\S|
|Z|

)
f(x) dans Ω (11)

u(x) = 0 sur ∂ Ω (12)

Remarque Un problème qui trouve toute sa place dans le cadre des milieux poreux
�ssurés est celui de l'étude de l'équation de di�usion :

∂pε

∂t
(x, t) = ∇ (dε∇pε(x, t)) + f(x, t) dans Ωε × (0, T ) (13)

pε = 0 sur ∂Ω× (0, T ) (14)

[pε] = 0 sur ∂Sε
Ω × (0, T ) (15)

dε∇pε.n = 0 sur
(
∂Sε

Ω\
(
∂F ε

⋂
∂Ωε

f

))
× (0, T ) (16)

dε∇pε.n = qε sur ∂F ε × (0, T ) (17)

Les mêmes techniques d'homogénéisation et de convergence 3-échelle nous permet
d'obtenir à la limite un système avec deux pressions, et donc de lier ce type de modèle
avec celui de Warren et Root et de Brenblatt et Zheltov [4].
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