Sur un probléme mathématique en mécanique des fluides

Renata Bunoiu

Ce travail porte sur les méthodes mathématiques en mécanique des fluides, en
particulier sur I’écoulement dans des domaines de faible épaisseur.

On étudie ici ’écoulement d’un fluide & viscosité non linéaire dans un domaine
de faible épaisseur, de I’ordre d’un petit paramétre strictement positif €. Létude des
fluides pour lesquels la viscosité est une fonction non linéaire de la vitesse du fluide
est importante. Effectivement, dans la nature il y a plusieurs fluides de ce type,
comme par exemple 'encre, les peintures, les graisses, les polymeéres. On travaille
avec une loi générale pour la viscosité, comme dans |3|. Les conditions imposées sur
la viscosité sont satisfaites en particulier par les lois de Cross, Williamson, Carreau.

L’étude mathématique a été faite sur deux modéles. Dans les deux cas on consi-
dére une équation du type Navier-Stokes dans un domaine de dimension trois. Dans
le premier cas (exposé plus loin) on considére des conditions de Dirichlet non-
homogénes au bord du domaine, les forces extérieures étant supposées nulles. Dans
le deuxiéme cas, on considére des conditions de Dirichlet homogénes au bord du
domaine, mais dans ce cas les forces extérieures sont non nulles.

La solution d’un probléme analogue pour un fluide & viscosité linéaire est due a
Assemien, Bayada, Chambat [1|. Le cas avec la viscosité linéaire donnée par la loi
de la puissance (cas r > 2) a été traité par Bourgeat, Mikeli¢, Tapiéro [2] avec des
conditions de Dirichlet non homogénes sur la frontiére latérale du domaine.

Dans le premier cas traité, on démontre d’abord un résultat d’existence d’une
solution pour le cas ¢ fixé. Ensuite on s’intéresse au passage a la limite (¢ — 0) qu’on
ne traite que dans un cas moins général. On fait des hypoth‘eses supplémentaires
sur la géométrie du domaine et sur les valeurs de la vitesse sur le bord du domaine,
comme dans [1]. On donne des estimations a priori et des résultats de convergence
pour les nouvelles fonctions et ensuite le probléme qui lie les limites de la vitesse et
de la pression.

Dans le deuxiéme cas, on connait grace a [3| I'existence d’au moins une solu-
tion pour le cas € fixé. On s’intéresse pour ce probléme aux passages & la limite
uniquement.

Dans certains cas particuliers de viscosité on retrouve, a la limite, le probléme
de Reynolds classique, comme dans [1]. Le systéme limite trouvé peut étre découplé
si on impose des hypothéses supplémentaires sur la viscosité du fluide.
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Presentation du probléme

On travaille dans le domaine tridimensionnel 2. défini par :

Qe = {(z1, x2,23) tek que (r1.22) € w et 0 < x3 < ch(xq, 29
ol w est un rectangle du plan et la fonction continue h : w — R, vérifie a <
h(z1, x3) < 1, dans w, avec o > 0. On considére comme dans [1] un écoulement régi
par I’équation de Navier-Stokes, mais ici on suppose que la viscosité est non linéaire.
Soit © une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

o est contintiment différentiable de Ry dans R4 (H1)
limy o0 p1(t) = fioo > 0(H2)
0<mg= iIlfteR+ /,L(t)(H?))

JE C R+ tel que p/(t) > 0,Vt € E et t|p/'(t)| < p(t),Vt € R+ \E.(H4) .
On définit la viscosité non-linéaire du fluide comme dans [3] en fonction de la
vitesse u par :
ps(u)) s Ry = Ry,

avec s(u) = \/2Drr(u), Drr(u) = %D(u)D(u)t, D(u) = %(Vu + V') .

Soient I'e , I, T'7 les faces supérieure, inférieure et latérale du domaine et I'* =
I UI'*UI'. L’application g° étant donnée, le probléme est de trouver la vitesse u®
et la pression p° qui vérifient :

—div(2u(s(u®))D(uf)) + uVus + Vp* = 0 dans Q. (1)
div u® = 0 dans Q., u* = ¢° sur ['* (2)

De plus, on cherche une pression p° telle que :

/Qe p°de =0. (3)

On multiplie I'équation (1) par v € V¢ = {¢ € Hy (%) |divg = 0 dans €.} et on
trouve :

/ 2 (s (u®)) D (u®) D(v)dx + / u*Vutvdr = 0,Yv € VE.  (4)
Qe Qe

On ajoute la condition de compatibilité suivante (v étant la normale extérieure) :

/ g°vdo =0. (5)
1_‘5
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Pour le cas ¢ fixé on démontre les résultats suivants :
Lemme Soit g € Hz(0).) vérifiant (5). Alors il existe G° € L*(Q.) qui satisfait :

divG® =0 dans ., G°=g°surl® |G€’JH1(QE) < C|g€’1S2aFE

Théoréme 1 Si ¢° € Hz(9.) vérifie la relation (5) et si G= vérifie la relation :

mo

|G€|L4(QE) < %,

ot c5 est la norme de Uinjection de H'(Q.) dans L*(€.) et ot ¢ est la constante de
Poincaré, alors le probléeme (2)-(5) a au moins une solution u¢ € H'(Q.) . Il existe
& constante telle que :

IVur| . <.

Etude du cas limite € — 0 pour la lubrification

Pour passer a la limite on fait le changement de variables (y1, yo, 2) = (21, 2, x3/€)
. Le nouveau domaine et sa frontiére sont notés par : 2, ', ', T"_ '}, et les nouvelles
inconnues sont : W (y1,y2,2) = uc(x1,T2,x3) et p°(y1,Yy2,2) = p°(21, 22, 23) . On
donne des conditions particuliéres pour la fonction ¢° comme suit :

g° =0sur 'S, g° = (g1, 92,€93) sur I UTY,

ol les fonctions g1, g2, g3 sont indépendantes de € et g3 = 0 sur I'>. De plus, on

suppose :
/ gvdo =0
Iy

Théoréme 2 Quitte a extraire une sous-suite, on a les résultats suivants :
~E *
¢ — u* dans L2*(Q) faible et dans L*(Q) faible

R ou
0z 0z
uy =0, foh(y) us(y, z)dz — foh(y) uf(y, z)dz dans L?(w),i = 1,2

divy foh(y) u*(y,2)dz =0 dans w, u*(y,0) = (g1,92,0) dans w

e?p® — p* dans LE(Q) faible et =0

0z

Par abus de notation posons u* = (uf,u},0) . Pour une application p qui vérifie
de plus :
(H5), p = p(5°s(u)) , ot 5° est une constante dépendant de
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on a :
Théoréme 3 Le couple (u*,p*) défini par le théoréme 2 vérifie pour i=1,2 :

0 ouf op*
(u*(u*) u1>+ P =0dans Q, w =g;sur'y UT_

0z 0z ox; !
(
e R
() = 14(0) si % —0
\ Moo St % — 400
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