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Ce travail porte sur les méthodes mathématiques en mécanique des �uides, en
particulier sur l'écoulement dans des domaines de faible épaisseur.

On étudie ici l'écoulement d'un �uide à viscosité non linéaire dans un domaine
de faible épaisseur, de l'ordre d'un petit paramètre strictement positif ε. Létude des
�uides pour lesquels la viscosité est une fonction non linéaire de la vitesse du �uide
est importante. E�ectivement, dans la nature il y a plusieurs �uides de ce type,
comme par exemple l'encre, les peintures, les graisses, les polymères. On travaille
avec une loi générale pour la viscosité, comme dans [3]. Les conditions imposées sur
la viscosité sont satisfaites en particulier par les lois de Cross, Williamson, Carreau.

L'étude mathématique a été faite sur deux modèles. Dans les deux cas on consi-
dère une équation du type Navier-Stokes dans un domaine de dimension trois. Dans
le premier cas (exposé plus loin) on considère des conditions de Dirichlet non-
homogènes au bord du domaine, les forces extérieures étant supposées nulles. Dans
le deuxième cas, on considère des conditions de Dirichlet homogènes au bord du
domaine, mais dans ce cas les forces extérieures sont non nulles.

La solution d'un problème analogue pour un �uide à viscosité linéaire est due à
Assemien, Bayada, Chambat [1]. Le cas avec la viscosité linéaire donnée par la loi
de la puissance (cas r > 2) a été traité par Bourgeat, Mikeli£, Tapiéro [2] avec des
conditions de Dirichlet non homogènes sur la frontière latérale du domaine.

Dans le premier cas traité, on démontre d'abord un résultat d'existence d'une
solution pour le cas ε �xé. Ensuite on s'intéresse au passage à la limite (ε→ 0) qu'on
ne traite que dans un cas moins général. On fait des hypoth`eses supplémentaires
sur la géométrie du domaine et sur les valeurs de la vitesse sur le bord du domaine,
comme dans [1]. On donne des estimations a priori et des résultats de convergence
pour les nouvelles fonctions et ensuite le problème qui lie les limites de la vitesse et
de la pression.

Dans le deuxième cas, on connaît grâce à [3] l'existence d'au moins une solu-
tion pour le cas ε �xé. On s'intéresse pour ce problème aux passages à la limite
uniquement.

Dans certains cas particuliers de viscosité on retrouve, à la limite, le problème
de Reynolds classique, comme dans [1]. Le système limite trouvé peut être découplé
si on impose des hypothèses supplémentaires sur la viscosité du �uide.
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Presentation du problème

On travaille dans le domaine tridimensionnel Ωε dé�ni par :
Ωe = {(x1, x2, x3) tek que (x1:x2) ∈ ω et 0 < x3 < εh(x1, x2

où ω est un rectangle du plan et la fonction continue h : ω → R+ véri�e α <
h(x1, x2) < 1, dans ω, avec α > 0. On considère comme dans [1] un écoulement régi
par l'équation de Navier-Stokes, mais ici on suppose que la viscosité est non linéaire.
Soit µ une fonction véri�ant les propriétés suivantes :

µ est continûment di�érentiable de R+ dans R+(H1)
limt→∞ µ(t) = µ∞ > 0(H2)
0 < m0 = inft∈R+ µ(t)(H3)

∃E ⊂ R+ tel que µ′(t) ≥ 0, ∀t ∈ E et t|µ′(t)| ≤ µ(t),∀t ∈ R+ \E.(H4) .
On dé�nit la viscosité non-linéaire du �uide comme dans [3] en fonction de la

vitesse u par :
µ(s(u)) : R+ → R+,

avec s(u) =
√

2DII(u), DII(u) =
1

2
D(u)D(u)t, D(u) =

1

2
(∇u+∇ut) .

Soient Γε
+,Γ

ε
−,Γ

ε
L les faces supérieure, inférieure et latérale du domaine et Γε =

Γε
+ ∪Γε ∪Γε

L. L'application g
ε étant donnée, le problème est de trouver la vitesse uε

et la pression pε qui véri�ent :

−div(2µ(s(uε))D(uε)) + uε∇uε +∇pε = 0 dans Ωε (1)

div uε = 0 dans Ωε, u
ε = gε sur Γε (2)

De plus, on cherche une pression pε telle que :

∫

Ωe

pεdx = 0. (3)

On multiplie l'équation (1) par v ∈ V ε = {ϕ ∈ H1
0 (Ωε) |divϕ = 0 dans Ωε} et on

trouve :

∫

Ωε

2µ (s (uε))D (uε)D(v)dx+

∫

Ωε

uε∇uεvdx = 0,∀v ∈ V ε. (4)

On ajoute la condition de compatibilité suivante (ν étant la normale extérieure) :
∫

Γε

gενdσ = 0. (5)
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Pour le cas ε �xé on démontre les résultats suivants :
Lemme Soit g ∈ H 1

2 (∂Ωε) véri�ant (5). Alors il existe G
ε ∈ L4(Ωε) qui satisfait :

divGε = 0 dans Ωε, Gε = gε sur Γε |Gε|
H1(Ωε)

≤ c |gε|1≤2,Γε

Théorème 1 Si gε ∈ H 1
2 (∂Ωε) véri�e la relation (5) et si Gε véri�e la relation :

|Gε|
L4(Ωε)

≤ m0

cεSc
ε
P

,

où cεS est la norme de l'injection de H1(Ωε) dans L
4(Ωε) et où c

ε
P est la constante de

Poincaré, alors le problème (2)-(5) a au moins une solution uε ∈ H1(Ωε) . Il existe
cε constante telle que :

|∇uε| 0,ε ≤ cε.

Etude du cas limite ε→ 0 pour la lubri�cation
Pour passer à la limite on fait le changement de variables (y1, y2, z) = (x1, x2, x3/ε)

. Le nouveau domaine et sa frontière sont notés par : Ω,Γ,Γ+,Γ−,ΓL et les nouvelles
inconnues sont : ûε(y1, y2, z) = uε(x1, x2, x3) et p̂

ε(y1, y2, z) = pε(x1, x2, x3) . On
donne des conditions particulières pour la fonction gε comme suit :

gε = 0 sur Γε
+, g

ε = (g1, g2, εg3) sur Γ
ε
− ∪ Γε

L,

où les fonctions g1, g2, g3 sont indépendantes de ε et g3 = 0 sur Γε
−. De plus, on

suppose : ∫

ΓL

gνdσ = 0

Théorème 2 Quitte à extraire une sous-suite, on a les résultats suivants :

ûe → u∗ dans L2(Ω) faible et
∂ûε

∂z
→ ∂u∗

∂z
dans L2(Ω) faible

u∗3 = 0,
∫ h(y)

0
ûεi (y, z)dz →

∫ h(y)

0
u∗i (y, z)dz dans L2(ω), i = 1, 2

divy
∫ h(y)

0
u∗(y, z)dz = 0 dans ω, u∗(y, 0) = (g1, g2, 0) dans ω

ε2p̂ε → p∗ dans L2
0(Ω) faible et

∂p∗

∂z
= 0

Par abus de notation posons u∗ = (u∗1, u
∗
2, 0) . Pour une application µ qui véri�e

de plus :
(H5), µ = µ(βεs(u)) , où βε est une constante dépendant de ε
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on a :
Théorème 3 Le couple (u∗, p∗) dé�ni par le théorème 2 véri�e pour i=1,2 :

− ∂

∂z

(
µ∗ (u∗)

∂u∗i
∂z

)
+
∂p∗

∂xi
= 0 dans Ω, u∗i = gi sur Γ+ ∪ Γ−

µ∗ (u∗) =





µ

(
β

√
1

2

∂u∗

∂z

∂u∗

∂z

)
si
βε

ε
→ β < +∞

µ(0) si
βε

ε
→ 0

µ∞ si
βε

ε
→ +∞
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