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Introduction

Considérons une algèbre de Banach A munie d'une involution continue. On
cherche à donner un sens à f(x) où x est un élément de A et f une fonction harmo-
nique sur un ouvert Ω de C contenant le spectre SpAx à valeurs dans A. Dans [1],
A. El Kinani a dé�ni un calcul fonctionnel harmonique en proposant la dé�nition
suivante :
Dé�nition 1 Soient A une algèbre de Banach unitaire involutive, Ω un ouvert
de C, z0 ∈ Ω tels que D(z0, R) ⊂ Ω, (R > 0) . Soit x un élement de A avec
SpAx ⊂ D(z0, R) . Pour tout f dans h(Ω,A), l'élément f(x) est donné par la formule
intégrale de Poisson :

f(x) =
1

2π

∫

|z−z0|=R

f(z)<e
[
(z + x− 2z0) (z − x)−1

] |dz|
R

(h(Ω,A) de±igne l'espace des fonctions harmoniques sur Ω à valeurs dans A).
Cette dé�nition s'étend à des classes d'algèbres plus générales, notamment les

limites inductives d'algèbres de Banach involutives (algèbres bornologiques locale-
ment multiplicativement convexes complètes involutives au sens de [5], en abrégé
⋆-a.b.m.c. complètes) et les limites projectives d'algèbres de Banach involutives (al-
gèbres localement multiplicativement convexes complètes involutives au sens de [6],
en abrégé ⋆-a.l.m.c. complètes). Nous obtenons les résultats suivants :

Calcul fonctionnel harmonique dans une ⋆-a.b.m.c. complète

Soit A une ⋆-a.b.m.c. complète, on écrit A = lim−→ (Ai, Iji, I) où (Ai)i∈I est
système inductif �ltrant croissant d'algèbres de Banach involutives unitaires et Iji
est l'injection canonique involutive dé�nie de Ai dans Aj quand i ≥ j. Soit Ĩji

l'injection canonique de h(Ω, Ai) dans h(Ω, Aj) . Le système
(
h (Ω, Ai) , Ĩji, I

)
est

inductif ;on dé�nit alors l'espace des fonctions harmoniques sur Ω à valeurs dans A,
noté h(Ω,A) , la limite inductive algèbrique et bornologique des espaces h(Ω, Ai).
Théorème 1 Soient A une ⋆-a.b.m.c. unitaire et complète et Ω un ouvert de C. Il
existe une unique application x → Φx et une seule qui associe à tout elément x de
A, dont le spectre est contenu dans Ω, un morphisme unitaire borné Φx de h(Ω,A)
dans A dé�ni par :

Φx : h(Ω,A) −→ A

f 7−→ f(x) =
1

2π

∫

|z−z0|=R

f(z)<e
[
(z + x− 2z0) (z − x)−1

] |dz|
R
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Le �spectral mapping theorem�

De�nition 2 Soit A une algèbre munie d'une involution ⋆. On dit que A est her-
mitienne si SpAh ⊂ R, ∀h ∈ H(A) (H(A) = {h ∈ A : h⋆ = h } ).

Pour les éléments normaux (un élément x est dit normal si xx⋆ = x⋆x) d'une
algèbre bornologique stellaire non commutative, le �spectral mapping theorem� est
vrai pour les fonctions harmoniques car ces dernières sont continues [5]. Il est aussi
vrai pour les élements normaux d'une ⋆-a.b.m.c. complète et hermitienne et on a la
proposition suivante :
Proposition 1 Soient A une ⋆-a.b.m.c. unitaire complète et hermitienne, z0 ∈ Ω
tel que D(z0, R) ⊂ Ω, x un élément normal dont le spectre est contenu dans D(z0, R)
et f ∈ h(Ω) . Alors SpA f(x) = f(SpA x) .
Extensions des résultats de Ky Fan [3]

Dans la suite, | . | désigne la fonction de Ptàk dé�nie par : |x| = ρA(xx⋆)
1
2 , ∀x ∈ A

où pA (x) est le rayon spectral de x. On s'intéressera aux classes des fonctions
suivantes :

B(D) = {f ∈ H(D), |f(z)| < 1,∀z ∈ D}
P (D) = {g ∈ H(D), <eg(z) > 0,∀z ∈ D}

où D = {z ∈ C : |z| < 1}.
Proposition 2(Analogue du théorème de Ky Fan) Soient A une ⋆-a.b.m.c. unitaire
complète et hermitienne, x ∈ A tel que |x| < 1. Alors on a les deux assertions
suivantes :

1. ∀f ∈ B(D) , |f(x)| < 1.

2. ∀g ∈ P (D) , <eg(x) > 0.

Proposition 3 (Analogue du théorème de Von Neumann) Soient A une ⋆-a.b.m.c.
unitaire complète et hermitienne, x un élément de A tel que |x| ≤ 1, f une fonction
holomorphe au voisinage du disque unité fermé D. Si |f(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D
alors |f(x)| ≤ 1.

Proposition 4 (Analogue du lemme de Schwarz) Soient A une ⋆-a.b.m.c. unitaire
complète et hermitienne, x un élément de A tel que |x| < 1. Soient f, g et h dans
H(D) tels que f = g.h avec |h(z)| ≤ 1,∀z ∈ D. Alors

g(x)⋆g(x) ≥ f(x)⋆f(x) (1)

|g(x)| ≥ |f(x)| (2)

Dans (1) l'inégalité est stricte, si et seutement si, g(x)⋆g(x) > 0 et h n'est pas une
constante. L'inégalité (2) devient une égalité, si et seulement si, soit g(x) ∈ Rad(A)
, soit g(x) est une constante.

On remarque que la première assertion de l'extension du théorème de Ky Fan
est un cas particulier du lemme de Schwarz, c'est-à-dire, le cas où g est égal à 1.
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Soit A une ⋆-a.l.m.c. unitaire complète, en utilisant les notations et la décompo-
sition de A. E. Michael dans [6], on écrit A = lim←−

(
Ai,Πij, I

)
où
∏

ij et
∏

i sont
respectivement les morphismes de transitions de A dans Ai et de Aj dans Ai quand
j ≥ i. Soient Ω un ouvert de C et f une fonction de deux variables réelles x et y. On
dit que f est harmonique si elle est deux fois continûment di�érentiable et satisfait
à la condition suivante :

∆f =
∂2f

δx2
+
∂2f

δy2
= 0.

On designe par h(Ω,A) l'ensemble des fonctions harmoniques sur Ω à valeurs dans
A. Il est clair que h(Ω,A) muni des opérations habituelles est un espace vectoriel
complexe. Soient

∏
i et

∏
ij respectivement les morphismes canoniques de h(Ω,A)

dans h(Ω, Ai) et de h(Ω, Aj) dans h(Ω, Ai) quand j ≥ i. Le système (h(Ω, Ai),
∏

ij, I)
est un système projectif ayant pour limite h(Ω,A) . On munit l'espace h(Ω,A) de
la topologie limite projective.
Dé�nition 2 Soient A une ⋆-a.l.m.c. unitaire complète, z0 ∈ Ω et R > 0 tels que
D(z0, R) soit contenue dans Ω. Soit x dans A dont le spectre SpAx est contenu dans
D(z0, R) . Nous noterons, si f ∈ h(Ω,A), f(x) l'élément de A donné par :

f(x) =
1

2π

∫

|z=z0|=R

f(z)<e
[
(z + x− 2z0) (z − x)−1

] |dz|
R

Proposition 5 Soient A une ⋆-a.l.m.c unitaire complète et hermitienne, x un élé-
ment normal de A dont le spectre est contenu dans D(z0, R) et f dans h(Ω). Alors
f(SpA x) = SpA f(x) .

En utilisant le calcul fonctionnel harmonique dé�ni précédemment, on montre
que les Q-algèbres localement multiplicativement convexes unitaires involutives (en
abrégé Q-⋆-a.l.m.c) hermitiennes et complètes constituent un cadre général pour les
résultats de Ky Fan énoncés dans [3].
Proposition 6 (Analogue du théorème de Ky Fan) Soient A une Q-⋆-a.l.m.c uni-
taire complète et hermitienne ; x un elément de A tel que |x| < 1. Alors on a les
deux assertions suivantes :

1. ∀f ∈ B(D) , |f(x)| < 1.

2. ∀g ∈ P (D),<eg(x) > 0.

Proposition 7(Analogue du théorème de Von Neumann) Soient A une Q-⋆-a.l.
m.c unitaire complète et hermitienne, x un élément de A tel que |x| ≤ 1 et f une
fonction holomorphe au voisinage du disque unité fermé D. Si |f(z)| ≤ 1 pour tout
z ∈ D alors |f(x)| ≤ 1.

Proposition 8(Analogue du lemme de Schwarz)
Soient A une Q-⋆-a.l.m.c unitaire complète et hermitienne, x un élément de A

tel que |x| < 1. Soient f, g et h dans H(D) tels que f = g.h avec |h(z)| ≤ 1,∀z ∈ D.
Alors :
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g(x)⋆g(x) ≥ f(x)⋆f(x) (1)

|g(x)| ≥ |f(x)| (2)

Dans (1), l'inégalité est stricte si et seulement si g(x)⋆g(x) > 0 et h n'est pas une
constante. L'inégalité (2) devient une égalité si et seulement si g(x) ∈ Rad(A) où g
est une constante.
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