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Cet exposé aborde essentiellement les deux thèmes suivants :

- les Singularités (et plus précisément la théorie de l'équisingularité, via la constance
d'invariants topologiques associés à une déformation) ;

- les D-modules (notamment par la connaissance de variétés caractéristiques).

Nous nous proposons de relier ces deux sujets, à l'aide de la notion de polynôme
de Bernstein associé à une déformation. Ce concept a été introduit en 1972 par I.N.
Bernstein a�n de prolonger certaines distributions. Rappelons-en sa dé�nition.

On appelle polynôme de Bernstein associé à la fonction analytique F : Cn → C
le polynôme unitaire minimal non nul b(s) ∈ C[s] réalisant une équation fonction-
nelle du type b(s)F s ∈ D[s]F s+1, où D est l'anneau des opérateurs di�érentiels à
coe�cients analytiques et où F s désigne la puissance (formelle) s-ième de F.

L'existence d'un tel polynôme a été établie par Bernstein et Kashiwara, puis
Malgrange ([10]) et Kashiwara ([5]) lui ont donné ses �lettres de noblesse� dans la
théorie des singularités , établissant un lien très étroit entre les racines de b(s) et
les valeurs propres de la monodromie agissant sur les groupes de cohomologie de la
�bre de Milnor.

Par la suite, l'existence des polynômes de Bernstein a été géneralisée au cadre
d'une application analytique (F1, . . . , Fp) : Cn → Cp, i.e. il existe B(s1, . . . , sp) ∈
C[s1, . . . , sp]\{0} tel que

B(s)F s1
1 · · ·F sp

p ∈ D[s]F s1+1
1 · · ·F sp+1

p , (s = (s1, . . . , sp))

Dans [9], C. Sabbah décrit de plus le lieu des zéros d'un tel polynôme et en donne
une interprétation geométrique.

Là-encore, ce concept se révèle intéressant, tant dans la théorie des distributions
(cf. le comportement asymptotique de certaines intégrales oscillantes, [1]), que dans
la théorie des singularités (cf. les cycles évanescents iterés, [9]).

Il est naturel de considérer une version relative de ces polynômes. Introduisons
tout d'abord quelques notations. Soient X (resp. Y ) un voisinage de 0 dans Cn

(resp. Ck) et π : X × Y → Y la projection canonique. On notera x = (x1, . . . , xn)
et y = (y1, . . . , yk) les coordonnées sur X et Y , puis d

dx
= ( d

dx1
, . . . , d

dxn
) et d

dy
=

( d
dy1
, . . . , d

dyk
) les dérivations correspondantes. On considère (F1, . . . , Fp) une appli-

cation analytique sur X×Y , deformation à k paramètres de l'application (f1, . . . , fp)
dé�nie sur X, au sens �Fj(x, 0) = fj(x)�.
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Dé�nition.Un polynôme de Bernstein relatif(à π) associé à la déformation (F1, . . . , Fp)
est un élément Brel(s) ∈ C[s]\{0} tel que

Brel(s)F
s1
1 · · ·F sp

p ∈ Drel[s]F
s1+1
1 · · ·F sp+1

p

où Drel est le sous-anneau de D constitué des opérateurs di�érentiels indépendants
des dérivations par rapport aux paramètres y, i.e. Drel = C{x, y} < d

dx
>.

Un polynôme de Bernstein générique associé à (F1, . . . , Fp) est un élémentBgen(s) ∈
C[s]\{0} pour lequel il existe h ∈ C{y}\{0} tel que

h(y)Bgen(s)F
s1
1 · · ·F sp

p ∈ Drel[s]F
s1+1
1 · · ·F sp+1

p .

Si l'existence des polynômes de Bernstein (absolus) est, comme on l'a rappelé,
toujours assurée, la situation est tout autre pour les polynômes de Bernstein rela-
tifs et génériques, ce qui nécessite d'introduire des hypothèses sur la déformation
(F1, . . . , Fp). Pour p = 1, un certain nombre de résultats dans cette direction ont
été établis dans [6] et [7] : notamment l'existence du polynôme de Bernstein relatif
de F a été caractérisée à l'aide d'une condition géométrique (dite de �non- caracté-
risticité�) portant sur WF , le conormal relatif de F , ou en termes de constance du
nombre de Milnor µ si F est une déformation d'hypersurfaces à singularité isolée.
Notre but est d'étudier cette version relative des polynômes de Bernstein dans le
cadre général p ≥ 1 (cf. [3], [4]).

Les méthodes employées relèvent à la fois de la théorie des D-modules et de celle
de l'équisingularité : concernant les D-modules, la pierre angulaire est la connais-
sance de la variété caractéristique du D[s]-module D[s]F s1

1 · · ·F sp
p , laquelle coïncide

([5]) avec le sous-espace analytique de T ⋆(X × Y )× Cp égal à

W#
(F1,...,Fp)

= {(x, y,
p∑

l=1

λldFl, λ1F1, . . . , λpFpt), (λ1, · · · , λp) ∈ Cp}

Concernant l'équisingularité, on utilise la caractérisation par les relations de dépen-
dance intégrale de la constance du nombre de Milnor µ ou de celle, plus forte, de la
suite µ⋆ formée des nombres de Milnor de toutes les sections planes génériques (cf.
[12], [13]). Nous montrons alors :

Théorème 1 Soit (f1, . . . , fp) : (Cn
,0) → (C,0) un germe analytique dé�nissant

une intersection complète à singularité isolée et soit une déformation analytique
(F1, . . . , Fp) : (Cn+1

,0)→ (C,0).
S'il existe un ouvert de Zariski dense de l'espace des (n − p)-uplets de formes
linéaires dé�nies sur π−1(0) tel que ∀(l1, . . . , ln−p) dans cet ouvert, l'application
(F1, . . . , Fp, l1, . . . , ln−p) admet un polynôme de Bernstein relatif, alors la défor-
mation (F1, . . . , Fp) est à µ

∗-constant le long de la courbe lisse {0} × C ⊂ Cn × C.
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Pour p = 1, nous obtenons une entière caractérisation de la constance de µ∗

en termes d'existence de polynômes de Bernstein relatifs, mais aussi en termes de
�non-caractéristicité� :

Proposition 1 Soit F : (Cn+1
,0) → (C,0) une déformation analytique d'un germe

d'hypersurface à singularité isolée. Il y a équivalence entre :
(1) L'hypersurface π−1(0) est non caractéristique pour l'espaceW#

(F,x1,...,xn−1)
, pour

n− 1 formes linéaires génériques (x1, . . . , xn−1) dé�nies sur π−1(0) .
(2) L'application (F, x1, . . . , xn−1) admet un polynôme de Bernstein relatif, pour

n− 1 formes linéaires génériques (x1, . . . , xn−1) dé�nies sur π−1(0) .
(3) La déformation F est à µ∗-constant le long de {0} × C.

La condition (1) stipule, par dé�nition, que

W#
(F,x1,...,xn−1)

∩
(
T ⋆
π−1(0)(X × Y )× {0Cn}

)
⊂ T ⋆

(X×Y )(X × Y )× {0Cn} ,

ce qui revient à �écarter une direction� dans W#
(F,x1,...,xn−1)

.
Dans le cas particulier de deux variables, mais sans hypothèse de singularité

isolée, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 2 Les propriétés suivantes sont équivalentes (n = 2 et k = 1) :
(1) L'hypersurface π−1(0) est non caractéristique pour W#

(F1,...,Fp)
.

(2) L'application (F1, . . . , Fp) admet un polynôme de Bernstein relatif.
(S) L'application (F1, . . . , Fp) est une déformation équisingulière de (f1, . . . , fp)

le long d'une section de la projection π.

La condition (3) signi�e, par dé�nition, que la fonction réduite sous-jacente à F1 · · ·Fp

est une déformation équisingulière de la fonction réduite sous-jacente à f1 · · · fp, où
la dernière notion d'équisingularité est �canonique� (car n = 2) : c'est �au choix� la
constance du nombre de Milnor, la constance de µ⋆, ou l'existence d'une résolution
simultanée forte des singularités de la déformation ([13]).

En�n, voici un théorème d'existence concernant les polynômes de Bernstein gé-
nériques ([2]) :

Théorème 2 Soit (F1, . . . , Fp) une déformation analytique à k paramètres de (f1, . . . , fp)
. Elle admet un polynôme de Bernstein générique dans les trois situations suivantes :
(1) Un paramètre i.e. k = 1.
(2) Singularité isolée : on suppose que toutes les sous-familtes d'applications de
(f1, . . . , fp) dé�nissent des intersections complètes à singularité isolée.
(2) Cadre (semi)-polynomial ; on suppose que Fl ∈ C{y}[x] pour l = 1 . . . p.

La propriété (1), resp. (2), généralise un résultat de [2], resp. [6], qui concerne le
cas p = 1.
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