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�� ,������ �������	 �- K0

��;������� � B��� A �� 
���
� �
� �����
���	��� ��		��
��# �� ����M  �� 	�����
� �
���� ��� A� G� ��� ��� M ��� (� �0�� ;�� ���� �&���� ��� #
	���� ���
����� ,���
(mi)1<i<s ����� ��� ���� �	��� �� 	����� �������� ��		� ��	$��
���� A− ���
���
��� mi� G� ��� ��� M ��� � �� ���� �&���� ��� #
	���� ���
����� ���� �
������ �����
������� ��� ������� 0
�� �� �
� ��� mi #��	��� ��� $
�� �� M � As. 8� 	�����
M ��� ��� ��������� ���� �&���� �� A�	����� N ��� ��� M ⊕N ���� �� 	����� ��$���

G� �����������
 ��� 
�& 	������ ��������#� �� �1�� ,��� "��� ��� 	������ ������
��� �
	� �
 ����� ������ �� �� �1���

	
�����
• �� A = k ��� �� ����� ��� 	������ �� �1�� ,�� ���� ��� ���
��� ���������� V = kn `
��� ���� ���� ��$��� �� � �������� ��������#��
• B� A = Z ��� 	������ Z/nZ ��� �� �
 ������� 
���� ��� Z ���� 
 �
� �� �� ����
���� �
� ��������#�� :�� ����� 	������ ��������#� ���� ��� ��$��� Zs.
• B��� A = 7�2]3 ��
���
� ��� 	
������ �
���� �� ��	������ n ��� �� ����� k.
-���� �� k����
�� ��������� V = kn ��� �� 	����� ��������# 	
�� �
� ��$��� G� 
 ��
���	������	� �� A�	������ V ⊕ V n−1 � A.

+� ������ K0� :� ���	��� 2�� ����I� �� 0���	�3 ����
� �� ������������ �� �
 K−
������ ��� �
 ������������ ���� ������ 
�����# � �
���� �� ������	$�� ��� A�	������
��������#� �� �1�� ,���

B���M �� A�	����� ��������# �� �1�� ,��� G� ���� [M ] �
 ��
��� �����	������	� 
�� ���� ��������� ������ ��� ��		�� #��	�����

∑n
i=1 ai[Mi] �� A�	������ 
��� ai ∈ Z 
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�� ���
�� � [M ]+(−l[M ]) = [0] = 0� G� �,��� ��� ���
���� ������
����� ��������
�
� ��� ���
�����

[M ⊕M ′] ≡ [M ] + [M ′]

�� ���� ����

K0(A) =

{
n∑

i=1

ai [Mi]

}
/ ≡ .

G� ��� ����� A�	����� ��������# ��� ��� ����� � �� ���� �&���� ��� ������� �
������
r, s ���� ��� M⊕As � Ar 
����	��� ��� �� ���� ���� ������� �� 	����� ��$�� ��		�
��	��	��� �� M �
�� �
 �,������ �� ��������#� %� �
��������� ���� 	����� ��$��
��� ��
$��	��� ��$��� 0
�� ��� �&�	���� ��������� ���� ��� 	������ ��
$��	��� ��$���
�
���� �� #
�� ��$��� 	
�� �� ����� �
� �������� �� �
� 2���� �
 �������� Q′

1 ����������3�
0� 	
����� ��	��
��� �� ���� 
*
�$��� �
 ������ �����	������	� �� ���
�� ���

���& 	������ M �� N ���� ��� ����� �������,�� ���� �&���� �� ������ �
����� r ���
��� M ⊕Ar � N ⊕Ar 
����	��� ��� ����� ���� ���	������ � ��
������� ���� 	�����
��$�� �����

������	�	�� � 5����� M �� M ′ (��
 A���(��� ���������� (� �0�� ;��/ ���� [M ] ��
[M ′J ������������ � �#�� ����� (��� K0 �� �� �������� ��M ��M ′ ���� ��� �����
�������,���

:
 �	�����
���� ��� �
 ����
��� � [M ⊕ Ar] = [M ′ ⊕ Ar] ⇔ [M ]+ [Ar] ≡ [M ′]+
[Ar] ⇔ [M ] + [Ar]− [Ar] ≡ [M ′] + [Ar]− [Ar] ⇔ [M ] ≡ [M ′] .

-����	��� ��� K0(A) ��� �� ������ ��� ��
���� �����	������	� ��
$�� �� A�
	������� G� 
 ���� 
���� ���� #��� �
 ��	���,�
���� �
� ��� 	������ ��$��� �
�� ��
������ K0(A)� :������ ���� �� 
���
� A ��� ��$��� �� �� ��	���,��� �
� �� ���������
�
� �� $�
�� �� ��������� ��	���,�
����� �� $��� ��� K0(A) �� ��J��� �
� ��������
$��� �
 ��������� ����� �
� �
 ��		� ������� ��� ������	$�� ��� A�	������ �� �����

����� ��� K0(A) ���� ����� � ���	��� ������ 2���� �
 �������� Q23�

<��������� %�
�� ���� �� 
���
� A �� ���� �� ����� ��� ��������� ����
���� �

Q1 %����� ��� ���� ��� A�	������ ��������#� ���� ��$��� /
:
 ������ ��� ��� �� A ��� �� ����� �� A = Z �� A ��� �� 
���
� �������
� ��

�� A ��� �� 
���
� �� ���1�I	�� ��� �� ������ '��� �� ������� �
� �
 �������� 
 �
���� �
� ���'� B���� ���� ��A� �� ������ ��������		��� �
� T������ �� B������
G� 
 �� ��� �
 ������ �
�� ��� �
�� �� �
� ���� 
���
� �� 	
�������

Q′
1 %����� ��� ���� ��� A�	������ ��������#� ���� ��
$��	��� ��$��� /
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(���� �� 
*
�$�����	��� �� �
 ���	���� ��������� 5� 1 
 ��� �&�	���� ��
���
�&
��������� �� ����� �� ��	$��� 2��� �&�������� �� Q �
� �� ������ ��
����������
������� 64 H32 ������ �
� B\
�3 �����
�� ��� 	������ ��
$��	��� ��$��� 	
��
��� ��$���� B� �
 ������ ��� ��� ���� �� 
���
� A 
���� �� 
 ���� ���� M  ���
������� r �� s ���� ��� M ⊕ As � Ar ���; �
�� K0(A) [M ] ≡ [Ar]− [As] ≡ [Ar−s] 
�� �
�� �� �
� K0(A) ��� �� ������ �1������ ������� �
� [A]� :
 ������ ��� ������
��� ���� ��
���
� Mn(k) �� 	
������ �
���� �� ��	������ n ��� �� ����� k ` �� #
��
K0(Mn(k)) ��� ������� �
� �
 ��
��� �� �����
�� ��������� kn.

Q2 %����� ��� ���& 	������ ��
$��	��� ���	������ ���� ���	������ /
-����	��� ��� ������� ��	���,�� �
� ��� 	������ ��$��� /

B� ��� 
���� �� �
��������� ��� 	������ ��
$��	��� ��$��� ���� ��$���� B� �
 ������

�& ��������� Q′

1 �� Q2 ��� ��� 
���� ���� ��� 	������ ��������#� ���� ��$��� ��
K0(A) = 〈[A]〉 � Z ��� �1������ ��,��� 8� �&�	��� ��
���
� ���� ������ �
 ������
� Q2 ��� ��
���� ��� ��
���
� ������	������	�� ���� ���
�� ��������� �� ��	������
��,��� ��� �� ������ '��� �� ��� 
�	�
� A �� 
 A ⊕ A � A� %� #
�� �
�� �� �
� 
K0(A) = {0}.

5����;������� B����� P,Q �� N ��� A�	������ ���� ��� P ⊕ N � P ⊕ Q ` 
�����
P � Q /

n������;������� B����� P �� Q ��� A�	������ ���� ��� P ⊕ . . .⊕ P � Q ⊕ . . .⊕ Q
2n ������ �� P �� �� Q3 ` 
����� P � Q / 0�� ��������&�	���� ���� ����� �
� ���

���
�& ���� ��� Z[

√
−5],Z[ζ23],Z[X ].

Mn������;������� B����� A �� B ��� 
���
�& ���� ��� ��� 
���$��� �� 	
������Mn(A)
�� Mn(B) ������ ���	������� -����� A � B /
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 n���	���,�
���� ��� ���� ��� 
���
�& ���� �������� ��
�����	� �� H�����B��	��� �� ���	�������� ������ ��� 	������ ��� �
�
$��� 5� ��
�
 
���� �
� �&�	��� ��� 
���
�& �������
�& ��� 
���
�& 
�������� ��� 
���$���
��� ���� ��� 	������ �� �1�� ,�� ��� �� 
���
� ���
� ��	���� ��� ��� Zp� G� ����

���� 
���� �
 ��	���,�
���� �� �
 n���	���,�
���� �
�� �� �����	� �� H�����B��	��� 
�
� �&�	��� ���� ��� 
���$��� ,���� ��� �� 
���
� ��		��
��# ���
��

0
�� ��� ����
���� �; ��� 	������ �� ��	���,��� �� ���� �� ��	
���� �� ���� 

��� ��	���,�
����� ��	��
���� ������� ���� 
����� ��� ��������� ���	��������

�� +����� ����	�	����� ��� ��� �����

B��� A �� 
���
� 	��� ����� 
�������������� � A → A 2���� ��� 
�����
����
$�������� ����� ��� ���� ���� a, b ∈ A, a = a �� ab = ba3� B��� M �� A�	����� �
�
���� ��������# �� �1�� ,���

=�



��;�������� 8�� ����� ,���������� ��� M ��� ��� 
�����
���� h � M ×M → A ���
��� $��
������� ���������
��� 2���� ���� ���� a, b ∈ A,m, n ∈ M  �� 
 h(am, bn) =
ah(m, n)b) �� ����� ��� ���� ���� m,n ∈M,h(n, m) = h(m,n).

:������ �
� �&�	��� A ��� �� 
���
� ��		��
��# �� �� ����� �� ��� ��
���� �����
������ ��� ��������� ��� #��	�� ���	�������� ���� ��� #��	�� $����
���� �1	��������
B� �� ���� 4 ��� �������$�� �
�� A ����� ������������� $��������	��� 
�& #��	��
��
��
������ � �� ���� q(m) = h(m, m) �� h(m, n) = 1

2
(q(m+ n)− q(m)− q(n)) �

G� ���� M⊥ = {m ∈ M ; ∀n ∈ M, h(m, n) = 0}� 8�� #��	� ���	�������
��� ���� �����*�� �� M⊥ = {0}.

G� 
������ ��(�� ,�������� ��� �
��� (M, h) #��	� ���� 	����� �� �����
#��	� ��� �� 	������

8� ����,���� 2����� �������,����3 �� 	������ ���	������ �� (M, h) �
��
(M l, h′) ��� �� 	������	� 2����� ���	������	�3 �� A�	������ f � M → M ′ ��� ���
ht(fm, fn) = h(m,n) ���� ���� ��� m,n ∈ M � G� ����� ������	$�� ��� 	������
���	������ � ���	������	� �����

:
 ����� (������ �� ���& 	������ ���	������ (M,h)⊕ (M ′, h′) ��� �� 	�����
���	����� 2M ⊕M ′, h⊕h �; ���� ���� (h⊕h′)(m+m′, n+nl) = h(m,n) + h′(m′, n
���� ���� m,n ∈M,m′, nl ∈M ′.

B� �� 	����� M ��� ��$�� �� $
�� (e1, . . . , er3 �� ���� ���������� h �
� ���
	
����� B = (bij)i,j �; bij = h(ei, ej) � G� 
 
���� h(m,n) = (mt)B(n) � 0��&
#��	�� ���� ���	������ �� �� �����	��� �� ����� ���� ���������� �
� ��� 	
������
����������� � Bl = P tBP  ���� ��� 	
����� �������$�� P.

5����;������ (� ��(��� ,���������� B� A ��� �� 
���
� ���
� 2���� 
1
�� �� ����
��
� 	
&�	
�3 �
�� ������ 4 ��� �������$�� �� �� A ��� �� ����� ���� ��� 	������
��������#� ���� ��$��� �� ����� 	
����� �1	������ ��� ���������� � ��� 	
�����
��
���
��� 0
�� ��� ����� ����
���� �; ���� 
 �
 ��	���,�
���� ��� 	������ �� ��
��	
��� �� ��� 	������ ���	������ �� ��	���,����

:� ���	��� �����
� �	����
�� �� �
 ������ ��� #��	�� ��
��
������ ��� ��������
������ ��� #��	�� ��� �� ����� �� ��� ���� ��� #��	�� �� ��� #
	����� �� #��	��
�
����������� ��		� �
� �&�	��� ��� ��		�� �� n �
��� �� ��� #��	�� $��
���� 

� �	���� �
� c��� �� ��6� �
.�#����� �� �	���	���	�� �� /	�� � 5��� k �� ������ ���� �� � � ������;��"
���� ���� �� ��(���  ��������� �0�����%��� ��������/ ��������� (��� ������ (V, q)
 (V1, q1)  (V2, q2) ����� ��(���  ��������� �0�����%��� ��� k ��� %��

(V1, q1)⊕ (V, q) � (V2, q2)⊕ (V, q)

����
(V1, q1) � (V2, q2)

:
 �	�����
���� ��� ��	������ �� 1 ���� ��� ���	����� �� ������
�� �� ��		�
�� (
��
��0������� 2K6L3

=4



G� 
 �� ���
����� �� �����
� � ��� ��
��� ��
��� ��
���
�& ��		��
��#� ��
��� 2	
�� ���� �������� �� 
 �
 ��	���,�
���� ��� 	������3 ��� �������� �
� �&�	���
��� 
���$��� �� 	
������ Mn(Zp)  �; Zp ��� ��
���
� ��� ������� p�
������ (p �= 2)
 �� ��� 
���
�& �� ������� Zp[G] ���� ��� ������� ,��� G.

.�#����� � 2K�� K��3 � 5��� � �� ������ ���� (���� ����"��)������� %�� ��� ���
��* �� � �� (� �0�� ;�� ����� ��(�� ��� �� ������ (� )������� (����*�� �������
�� (��� � ������ �������� �� ������ a �� %�� a + a = 1 2��� �
���� 1

2
�� 4 ���

��)���� � (��� A3� ���� �� � � �����;������ ���� ���� �� ��(��� ,��������� ���
A.

:
 �	�����
���� #
�� ���������� ��� 
���	���� �� �
 ������ ��� �
������� ����
���������� ��� 	������ ���	������ ��� A �
� ��� #��	�� ���	�������� �
�� ���

���� �
������� G� ��������� ������� ��� #��	�� �
� ��� #��	�� ���� ��	���� ���
��� 
���
�& ���� ��	������� G� ����� 
���� �
 �������� � ����� �� �
 ��	���,�
����
��� ��� ����� �� �� ������� �� �����	� �� c����

(�����
�� �� �� #
�� �
� 
���� ���	�������� ��� �
 ��	���,�
���� ��� 	������
���	������ ���� �� ���
� �
 ��	���,�
���� ��� 	������ � ��1��� ��	���	��� ��		�
��������&�	��� �� �
� �� ��
���
� Z �� ��� #��	�� ���	����
���� 2���� ����������
�
� ��� 	
������ �������$���3� 5� y 
 $��� �R� 	���� �� 	
������ �������$��� ��� Z
��� ��� Q 	
�� ���
 �����,� ������� ����� y 
 $�
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