Asymptotiques dans les plaques minces

Monique Dauge
d’aprés un travail avec Isabelle Gruais

1. Petit parameétre et perturbation singuliére

La classe de problémes auxquels nous nous intéressons fait partie des problémes aux
limites pour des équations aux dérivées partielles (EDP pour les intimes). Cela signifie
que nous considérons une EDP posée dans un domaine du plan (bi-dimensionnel) ou de
I'espace (tri-dimensionnel). Cette EDP est munie de conditions auz bords du domaine
pour que I’ensemble du probléme soit bien posé, c’est-a-dire qu’il en existe une et une
seule solution. La statique ou I’évolution de beaucoup de grandeurs physiques sont
modélisées par de tels problémes.

Dans ’EDP et dans les conditions aux limites apparaissent naturellement des coef-
ficients. Trés souvent les ordres de grandeurs de ces coefficients sont différents les uns
des autres. Ce sont les proportions relatives des uns par rapport aux autres qui font
apparaitre des petits paramétres correspondant notamment a des quantités physiques
ou a un rapport entre des dimensions. Donnons quelques exemples.

a) Quantités physiques :
: h s : .
e le coefficient - dans 1’équation de Schrodinger,
m

e la viscosité v dans le systéme de Navier-Stokes,

e la fréquence k ou son inverse k! en électromagnétisme (Maxwell).
b) Une dimension par rapport aux autres dans le domaine :

e Tiges, poutres.

e Plaques, coques.

e Presque-coins, c’est-a-dire pour un domaine plan, une figure proche d’un polygone
ol les coins sont remplacés par des arcs de cercles de petit rayon e.

e Macro-structures périodiques a période petite : on est dans le champ d’action de
I’homogénéisation.

Tous ces exemples relévent des perturbations singutiéres ce qui signifie que le pro-
bléme limite (s’il existe!) obtenu en égalant & 0 le petit paramétre n’est plus de la
méme nature que le probléme initial, autrement dit qu’il a perdu des dimensions ou
des propriétés d’ellipticité, d’hyperbolicité, etc
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Faisons une petite digression pour expliquer briévement la différence entre pertur-
bation réguliére et perturbation singuliére sur I’exemple de ’équation de Schrédinger.
Dans un domaine €2 borné, on pose la célébre équation aux valeurs propres

—iAw + Vi =FEvy
2m

complétée par des conditions d’annulation sur le bord de €2, inodéhsant la quantifica-
tion de I’énergie F/ d’une particule de masse m soumise & un potentiel V. La masse
étant grande devant #i, le paramétre € := hi(2m) ! est petit devant opérateur de se-
cond ordre A. Si on réduit a zéro le petit paramétre, I’équation dégénére en V) = E
ou le Laplacien A a disparu. Cette équation laisse assez peu imaginer que les valeurs
propres de —eA + V' vont converger (sous certaines hypothéses) vers le minimum de
V..

Par contre si ’on considérait les valeurs propres de —A 4V, la perturbation serait
tout a fait réguliére et quand £ — 0, les valeurs propres convergent continuement (et
méme analytiquement quand elles sont simples) vers les valeurs propres du probléme
limite, le probléme de Dirichlet, a savoir le Laplacien avec conditions d’annulation sur
le bord de 2. Si on prenait comme domaine tout ’espace R™ avec comme potentiel
celui de Doscillateur harmonique V(x) = |z|?, la perturbation redeviendrait (un peu)
singuliére, le spectre ponctuel se transformant en spectre continu...

Mais I'objet de notre exposé est différent : nous allons évoquer le cas de la per-
turbation singuliére géométrique, plus précisément celui des poutres et plaques, ou
I’épaisseur 2¢ est petite devant les autres dimensions, le probléme aux limites lui-méme
ne dépendant pas du tout du petit parameétre.

2. Le probléme aux limites primitif
Le domaine est une poutre :
O =wx] —e, +¢|

avec w =la, b[ un intervalle. Disons plutot que nous considérons la famitle de domaines
Q2 pour ¢ — 0. L’inconnue est une fonction u®(X, Z) définie sur Q°. Nous notons la
coordonnée horizontale X € w et la coordonnée verticale Z €| —e, +¢[. L’opérateur
est le Laplacien que nous avons déja évoqué :

0? 0?
+ _

A=mx T ez

dont nous condensons 1’écriture en

A =0xx +0zz.
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Le Laplacien est un opérateur d’ordre 2, elliptique, c’est-a-dire que les courbes de
niveau de son symbole o(x,E7) = €% + €% sont des ellipses. Pour le “compléter” sur le
bord de QF il faut (et il suffit!) qu’'une condition soit bien choisie sur chaque coté. Les
choix usuels de conditions aux limites sont celles de Dirichlet ou on impose la valeur
de la fonction inconnue, et celles de Neumann ot on impose la valeur de la dérivée
normale de la fonction inconnue. Ici, nous choisissons

e sur les bords horizontaux les conditions de Neumann,

e sur les bords verticaux les conditions de Dirichlet.

Z +e T
Auf =0 u® =0
—e T
a b
X Neumann
Figure 1

Les données sont deux fonctions réguliéres g, (X) et g_(X) définies sur les deux
bords horizontaux, intervenant dans la condition de Neumann, les données sur les
bords verticaux étant nulles. Cela donne le probléme aux limites sur {2°

(Oxx +0z2)u° (X, Z) =0, V(X, Z) €

ozus (X, Z)=c¢eg_, VX cw, Z=—¢ 1)
ozus (X, Z) =egy, VX ecw, Z=¢
u (X, Z) =0, VX € 0w, VZ €] — ¢, €.

L’écriture Ow a été préférée a {a, b} pour le bord de w, pour avoir une écriture indépen-
dante de la dimension. Ce probléme pourrait modeliser ’équilibre de la température
dans une poutre.

Notre probléme consiste en la comparaison des solutions u°, quand € — 0. Pour les
rendre comparables, nous pouvons par exemple les définir toutes sur le méme domaine,
grace a un changement de variable simple.

3. Le changement d’échelle

Les nouvelles variables sont © = X et z = Z/e, le nouveau domaine est 2 =
wx| —1,+1[.
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. u(e) = 0 (0 + 220,0) u(E) = 0 u(e) = 0
-1 A
a | b
X< Neumann
Figure 2

Le nouveau probléme sur {2 est

(9,0 + é@zz)u(e)(:v, D=0 W 2)en

O.u(e)(z, 2) =e%g_ Ve ew, z=—1 (2)
Ou(e)(xw, 2) = e%g4 Ve ew, z=1

Lu(e)(z, 2) =0 Vo € 0w, Vz €] —1, 1].

La nouvelle question est : quel est le comportement de u(e) quand ¢ — 07
4. Ansatz série entiére

Nous exposons la méthode de facon heuristique. Pour déterminer le comportement
de u(e) , on fait des propositions de développement, communément dénommeées a 1’aide
du substantif allemand Ansatz. On commence par le plus naturel, i.e. celui qui marche
dans le cas des perturbations réguliéres, a savoir un développement polynomial en € &
coefficients fonctions de (z, z) . Ainsi on cherche u(e) sous la forme

u(e) ~u’ +eu' + et 4 - 4 uF 4 (3)

On injecte cet Ansatz dans le probléme (2) et on identifie terme a terme selon les
puissances de ¢ dans le but de trouver les coefficients u*. Le terme en €* fournit
une équation liant u* et u*~2. Précisément, on obtient successivement deux équations
homogénes pour £k =0, 1 :

d..ub =0, (z, 2)€Q,
ok =0, z=—1,
o.ut =0, z=1,

uf =0, x € Jw
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puis une équation faisant intervenir les données g_ et g, pour k =2 :

0, u? + 0ppu’ =0, (x, z) €Q

o =g_, z=-—1 %)
azu2 = 0+, z=1
u? =0, T € Jw

et enfin les équations de récurrence pour k = 3 :

D,uf + 9 uF 2 =0, x, z2) €

o.ut =0, z=-1

K (6)
azu — O, z =
i =0, T € Ow.

Une fois les équations obtenues on essaie de les résoudre les unes a la suite des
autres, sans perdre de degrés de liberté.

En intégrant les équations (4), on montre que u sont des constantes en z,
autrement dit ne dépendent que de x, ce qu’on écrit sous la forme :

0 1

et u

u(z, 2) = ug(x) et u'(z,2) = ug(x). (7)

Elles doivent en outre s’annuler pour x € dw, mais cela ne les détermine pas encore
complétement.

Intégrant une fois en z la premiére équation de (5) et tenant compte de la deuxiéme
équation, on obtient

z

0a2(z, 2) = g_(z) — / W0 (2)dC. (8)

-1
La troisiéme équation de (5) impose alors la relation de compatibilité
g+(7) = g—(x) — 2ug (@), (9)
ce qui determine complétement u° par :
u’(z, 2) = ul () est la solution de
1

811“% = 5 (g* - g+) (:E) T Ew, (10)

ug(r) =0 x € Ow.

On obtient de méme :

puis que uZ est solution de
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[ u?(z,2) = ug(z) + v*(z, 2) avec

ez - (o) -
T \y Ty T 1e) T (12)

+1
/ v’ (z,2)dz2 =0 Vr€w

1

et

u® = ug,. (13)

Mais, comme on peut le voir sur la formule (12) en prenant par exemple pour g_ et
g4+ des constantes, en général il est impossible de satisfaire u?> = 0 sur le bord latéral.
Cela prouve que I’Ansatz série entiére, quoiqu’ayant été satisfaisant pour les pre-
miers termes n’est pas suffisant pour déterminer le comportement asymptotique de

u(e) .
5. Ansatz de couche limite

Pour lever I'obstruction, on va compléter I’Ansatz (3) par une autre série en puis-
sance de ¢, avec des coefficients w* qui sont encore des fonctions de deux arguments;
I'un d’eux sera toujours z- une variable que nous avions déja mise a ’échelle- mais x
va étre remplacé par une variante rapide f, liée aux coordonnées locales prés des bords
a et b de w=| a,b[ : on remplace x — a et b — z par

T —a b—=x
out = .
€ €

. )
ICSS
N

t =

)\

ifb

+1

Figure 3
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Cela revient a faire une dilatation, isotrope cette fois-ci, des deux extrémités de la
poutre °, en espérant que les effets aux deux bouts vont étre indépendants, autre-
ment dit que les nouveaux profils w* sont suffisamment décroissants quand ¢ — +o0.
Comme son nom 'indique, I’Ansatz couche limite est destiné a décrire des effets locali-
sés dans une couche- qui est moralement d’épaisseur e- et sera impuissant a décrire des
effets globaux. On retrouve la problématique des matching asymptotics. On a typique-
ment un phénomeéne a deux échelles, comme en homogénéisation de macro-structures
périodiques de période €.

On cherche maintenant u(e) sous la forme

u(e) ~u’ +eut +fu? - efuF 4

_ bh— 14
e2w? <x a,z) + +e*wy; <—$,z) + - 14
£ £

Repartant d’ott nous étions arrivés en (12), nous obtenons le probléme résiduel
suivant en 'extrémité inférieure a de w

(O + 0..)wi(t,z) =0, 0<t, z€]—1,1]
O.wi(t,z) =0, 0 <t, z==+1 (15)
w2<07 Z) = uz(aa 2)7 z G] o 17 1[

et le probléme analogue en b.
Pour résoudre (15), ou avec des notations plus simples

(att+azz)w<ta Z) :07 O<t7 Z G] - 171[
d.w(t,z) =0, 0<t, z ==l (16)
w(0, z) = h(z), z €] —1,1]

on tire avantage du fait que le Laplacien et le domaine sont & variables séparables et
on développe toutes les fonctions en z par rapport a la base des fonctions propres de
l'opérateur de Neumann sur l'intervalle] —1, 1| défini par :

wrw”  pour w tel que w'(—1) =w'(+1) =0

1
a savoir cos Prz pour P € N et sin({ — 5)#2 pour ¢ € N*. Développant la donnée au
bord

1
h(z) = Z h; coslmz + Z h, sin (ﬁ - 5) T2

>0 >1

on obtient une solution de (16) par

1
w(t,z) =Y hf coslrze™™ + ) " hy sin (g _ §> e (-3)mt

>0 >1
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Nous voyons que w est exponentiellement décroissante quand t — +o00 si et seule-

ment si h =0, i.e.
+1
/ h(z)dz =0

1

Nous voyons ainsi qu’'une seule condition a chaque extrémite assure l’existence de
deux profils a décroissance exponentielle. Appliquant ce que nous venons de faire au
probléme (15) et & son analogue en b, nous obtenons les deux profils w? et w} pourvu
que les traces u2(a z) et u?(b, 2) soient de moyenne nulle sur (—1,1) . Vu que par
(12), u? = ud + v?, cela signifie que v (a) = 0 et uZ(b) = 0. Or I'équation (6) pour u*
montre que le second membre est d’intégrale nulle, donc en utilisant encore une fois
(12), que d,,u = 0. Finalement, u est 'unique solution du probléme de Dirichlet
homogéne
Opztd, =0 T EW
17
{u%(m)zo x € Ow (17)

=0.

aqwe

Ainsi u
6. Développement asymptotique dans la poutre

Ainsi, continuant de méme, nous pouvons montrer que :

2y 2k ( 2k |, 2k (LT o (D=
u(e) ~ ud(x +Z€ x2)+26 {wa< . ,z)+wb ( . ,z)}

k>1 k>1

au sens des développements asymptotiques, autrement dit I’erreur commise en rempla-
cant u(e) par une partie finie de la série est de l'ordre de grandeur du premier terme
négligé. En norme uniforme cela donne par exemple :

Ju(e) — U%HLOO(Q) < Ce?
||U(€) - u%’ — € <U2 + wg + wg)HLoo(Q) < Cet
Par contre si 'estimation de u(e) — ud reste du méme ordre en norme L?; elle est
altérée en norme H' :
Ju(e) — u%HHl(Q) < Ce'?

a cause de la forte variation de la dérivée dans la couche limite.

Dans les problémes de plaques, Q° est défini par wx| —e, e[ avec w un domaine plan.
Pour le Laplacien ou pour 1’élasticité linéaire on obtient un développement asympto-
tique de la forme :

u(e) ~ u’(z,y) + Zeku Ty, 2) + 25 <— s z) (18)

k>1 k>1
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ou r désigne la distance & Jw et s est une abscisse curviligne dans dw. Dans le tableau
comparatif suivant, nous comparons les termes apparaissant dans

- un domaine mince bi-dimensionnel pour le Laplacien,

- un domaine mince tri-dimensionnel pour le Laplacien,

- un domaine mince tri-dimensionnel pour I’élasticité.

A2d | A2d Elasticité

0 0 0 0

u uc uc Uk,
Tableau comparatif ul 0 0 Uk
uc ne dépend pas de z : ol 0 0 o = (wl,0)

uc = ((z) U2 02 02 uly 402

ukr, déplacement de w? w? w? w?
Kirchhoff-Love r 0 8 b+ v

(Ge(@s) — 2VaGa(4), Ga()) w? 0 w w?
ut || vt | ud ot | gy, + ot

wh || w w? wt

En dimension 3, des termes supplémentaires apparaissent pour le Laplacien en
raison de la courbure du bord. Les déplacements de Kirchhoff-Love jouent pour 1’élas-
ticité un role similaire aux fonctions constantes en z pour A ; mais les interactions, en
particulier I’algorithme de construction qui agit sur cinq niveaux simultanément, sont
beaucoup plus compliquées et la condition de moyenne nulle valable pour le Laplacien
doit étre remplacée par quatre conditions liées au principe de Saint-Venant.

[’exemple pourtant simple que nous venons de traiter est assez caractéristique
d’un probléme aux limites sur des plaques minces [11], ou plus généralement d’un
probléme de perturbation singuliére, voir aussi [3], et peut aussi illustrer la méthode
de “matching asymptotics” [8].

Le point de départ de notre travail avec Isabelle Gruais était ’e’tude des déplace-
ments solutions des équations de I’élasticité linéarisée sur une plaque mince encastrée
sur son bord latéral. Aprés les travaux [1, 2| concernant 1’erreur entre le premier terme
u? et la solution tri-dimensionnelle, nous avons démontré la validité du développement
asymptotique complet série entiére- couche limite (18) |4, 5, 6, 7]. Voir aussi [10, 9].

L’avantage d’un développement asymptotique complet est qu’il fournit sans trop de
difficultés des estimations optimales & tous ordres, ce qui permet une validation précise
des modéles de dimension inférieure (Reissner-Mindlin par exemple pour les plaques)
et constitue un guide pour la construction de méthodes numériques performantes. Le
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cas des coques et des équations non linéaires constituerait des extensions certainement
plus difficiles mais tout a fait dignes d’intérét.
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