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���� ���������� ��� ���&�	��� �� ����
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0
�� �� ��	
��� Ω $��� �� ���� �
 ���$�� ��
���� 
�& �
����� �������

− �
2m

Δψ + V ψ = Eψ

��	���� �
� ��� ���������� ��
����
���� ��� �� $��� �� Ω ������
�� �
 ��
���,�
�
���� �� �������� E ����� �
������� �� 	
��� m ���	��� � �� ��������5 V � :
 	
���
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�� ��
��� ���
�� � �� �
�
	���� ε := �(2m)−1 ��� ����� ���
�� �����
���� �� ���
���� ����� Δ� B� �� ����� � F�� �� ����� �
�
	���� ����
���� ������ �� V ψ = Eψ
�; �� :
��
���� Δ 
 ����
��� (���� ��
���� �
���� 
���F ��� �	
����� ��� ��� �
�����
������� �� −εΔ + V ���� ��������� 2���� ����
���� �1��������3 ���� �� 	���	�	 ��
V ���

'
� ������ �� ���� �������
�� ��� �
����� ������� �� −Δ+εV  �
 ������$
���� ���
��
���� � #
�� �������� �� ��
�� ε → 0 ��� �
����� ������� ���������� ��������	��� 2��
	.	� 
�
�1�����	��� ��
�� ����� ���� ��	����3 ���� ��� �
����� ������� �� ���$��	�
��	��� �� ���$��	� �� 0�������� � �
���� �� :
��
���� 
��� ���������� ��
����
���� ���
�� $��� �� Ω� B� �� ����
�� ��		� ��	
��� ���� �����
�� Rn 
��� ��		� ���������
����� �� ��������
���� �
�	������ V (x) = |x|2 �
 ������$
���� ����������
�� 2�� ���3
���������� �� ������� �������� �� ��
��#��	
�� �� ������� ����������
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�� ��� 
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:� ��	
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Ωε = ω×]− ε, +ε[


��� ω =]a, b[ �� ������
���� 0����� ����I� ��� ���� ���������� �
 ������ �� ��	
����
Ωε ���� ε → 0� :��������� ��� ��� #������� uε(X, Z) �,��� ��� Ωε� E��� ������ �

��������� ����F���
�� X ∈ ω �� �
 ��������� ������
�� Z ∈L −ε,+ε[. :����
����
��� �� +������� ��� ���� 
���� ��� ���� �

� =
∂2

∂2X
+

∂2

∂2Z

���� ���� ���������� ��������� ��

Δ = ∂XX + ∂ZZ .
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�� 

• ��� ��� $���� ������
�& ��� ���������� �� 0���������

Q

^

+ε

−ε
a $

Δuε = 0 uε = 0

E��	
��

[����� �

:�� ������ ���� ���& #�������� ��������� g+(X) �� g−(X) �,���� ��� ��� ���&
$���� ����F���
�& ��������
�� �
�� �
 ��������� �� E��	
�� ��� ������ ��� ���
$���� ������
�& �
�� ������� (��
 ����� �� ���$��	� 
�& ��	���� ��� Ωε

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(∂XX + ∂ZZ)u
ε(X, Z) = 0, ∀(X, Z) ∈ Ωε

∂Zu
ε(X, Z) = εg−, ∀X ∈ ω, Z = −ε

∂Zu
ε(X, Z) = εg+, ∀X ∈ ω, Z = ε

uε(X, Z) = 0, ∀X ∈ ∂ω, ∀Z ∈]− ε, ε[.

2�3

:�������� ∂ω 
 � ��#�� � {a, b} ���� �� $��� �� ω ���� 
���� ��� ������� �������
�
��� �� �
 ��	������� (� ���$��	� �����
�� 	�������� �������$�� �� �
 ��	��
����
�
�� ��� �������

E���� ���$��	� �������� eṅ �
 ��	�
�
���� ��� ��������� uε ��
�� ε → 0� '��� ���
������ ��	�
�
$��� ���� ������� �
� �&�	��� ��� �,��� ������ ��� �� 	.	� ��	
��� 
��X�� � �� ��
���	��� �� �
��
$�� ��	����

!� �� ���
����� �"#������

:�� ��������� �
��
$��� ���� x = X �� z = Z/ε �� �����
� ��	
��� ��� Ω =
ω×]− 1,+1K�
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��
a $

(∂zz + ε2∂xx)u(ε) = 0 u(ε) = 0u(ε) = 0

E��	
��

[����� 4

:� �����
� ���$��	� ��� Ω ���

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(∂xx +
1

ε2
∂zz)u(ε)(x, z) = 0 ∀(x, z) ∈ Ω

∂zu(ε)(x, z) = ε2g− ∀x ∈ ω, z = −1

∂zu(ε)(x, z) = ε2g+ ∀x ∈ ω, z = 1

u(ε)(x, z) = 0 ∀x ∈ ∂ω, ∀z ∈]− 1, 1[.

243

:
 �������� �������� ��� � ���� ��� �� ��	�����	��� �� u(ε) ��
�� ε → 0 /

$� ����% �#�	� ���	���

E��� �&������ �
 	����� �� #
)�� ������������ '��� ����	���� �� ��	�����	���
�� u(ε)  �� #
�� ��� ������������ �� ��������	��� ��		��	��� ���		�� � ��
���
�� ��$��
���# 
���	
�� -��
�F� G� ��		���� �
� �� ���� �
����� ���� ����� ��� 	
����
�
�� �� �
� ��� ������$
����� ��������� � �
���� �� ��������	��� ���1��	�
� �� ε �
���D������ #�������� �� (x, z) � -���� �� ������� u(ε) ���� �
 #��	�

u(ε) ∼ u0 + eu1 + ε2u2 + · · ·+ εkuk + · · · 263

G� ������� ��� -��
�F �
�� �� ���$��	� 243 �� �� ������,� ���	� � ���	� ����� ���
�����
���� �� ε �
�� �� $�� �� ������� ��� ���D������ uk� :� ���	� �� εk #������
��� ��
���� ��
�� uk �� uk−2� '����	��� �� �$����� ����������	��� ���& ��
�����
��	������ ���� k = 0 � �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∂zzu
k = 0, (x, z) ∈ Ω,

∂zu
k = 0, z = −1,

∂zu
k = 0, z = 1,

uk = 0, x ∈ ∂ω

2=3

64



���� ��� ��
���� #
��
�� ���������� ��� ������ g− �� g+ ���� k = 2 �
⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂zzu
2 + ∂xxu

0 = 0, (x, z) ∈ Ω

∂zu
2 = g−, z = −1

∂zu
2 = g+, z = 1

u2 = 0, x ∈ ∂ω

2A3

�� ��,� ��� ��
����� �� ��������� ���� k = 3 �
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∂zzu
k + ∂xxu

k−2 = 0, (x, z) ∈ Ω

∂zu
k = 0, z = −1

∂zu
k = 0, z = 1

′uk = 0, x ∈ ∂ω.

2?3

8�� #��� ��� ��
����� �$������ �� ���
�� �� ��� ������� ��� ���� � �
 ����� ���

����� �
�� ������ �� ����� �� ��$����

%� �����
�� ��� ��
����� 2=3 �� 	����� ��� u0 �� u1 ���� ��� �����
���� �� z,

����	��� ��� �� �������� ��� �� x �� ����� ���� ���� �
 #��	� �

u0(x, z) = u0C(x) �� u1(x, z) = u1C(x). 2�3

%���� ������� �� ����� ��
������ ���� x ∈ ∂ω 	
�� ���
 �� ��� ����	��� �
� ������
��	�����	����

5����
�� ��� #��� �� z �
 ���	���� ��
���� �� 2A3 �� ���
�� ��	��� �� �
 ���&��	�
��
���� �� �$�����

∂zu
2(x, z) = g−(x)−

∫ z

−1

u0C(x)dζ. 2@3

:
 �������	� ��
���� �� 2A3 �	���� 
���� �
 ���
���� �� ��	�
��$����

g+(x) = g−(x)− 2u0C(x), 2�3

�� ��� �����	��� ��	�����	��� u0 �
� �

⎡
⎢⎢⎣

u0(x, z) = u0C(x) ��� �
 �������� ��⎧
⎨
⎩
∂xxu

0
C =

1

2
(g− − g+) (x) x ∈ ω,

u0C(x) = 0 x ∈ ∂ω.

2��3

G� �$����� �� 	.	� �

u1 ≡ 0, 2��3

���� ��� u2C ��� �������� ��
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u2(x, z) = u2C(x) + v2(x, z) 
���⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

v2 = zg− −
(
z2

4
+
z

2
− 1

12

)
(g− − g+)

∫ +1

−1

v2(x, z)dz = 0 ∀x ∈ ω

2�43

��

u3 = u3C. 2�63

7
�� ��		� �� ���� �� ���� ��� �
 #��	��� 2�43 �� ����
�� �
� �&�	��� ���� g− ��
g+ ��� �����
���� �� ���
� �� ��� ������� � (� ���������� u2 = 0 ��� �  ��( ������

(��
 ������ ��� ��-��
�F ���� ������� �������
1
�� � �
���#
��
�� ���� ��� ����
	���� ���	�� ����� �
� ��D�
�� ���� ����	���� �� ��	�����	��� 
�1	�������� ��
u(ε) �

&� ����% �� ������ �	�	��

'��� ����� ���$��������� �� �
 ��	����� ��-��
�F 263 �
� ��� 
���� ���� �� �����
�
��� �� ε 
��� ��� ���D������ wk ��� ���� ������ ��� #�������� �� ���& 
���	���� `
���� ����& ���
 �������� z� ��� �
��
$�� ��� ���� 
����� ��� 	��� � ��������� 	
�� x
�
 .��� ��	��
� �
� ��� )������� ����(� f  ��� 
�& ���������� ���
��� ���� ��� $����
a �� b �� ω =L a, b[ � �� ��	��
�� x− a �� b− x �
�

t =
x− a

ε
�� t =

b− x

ε
.

S�

��

−ε

+ε
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(��
 ������� � #
��� ��� ���
�
���� �������� ����� #������ ��� ���& �&��	��� �� �

������ Ωε �� ����
�� ��� ��� �*��� 
�& ���& $���� ���� .��� �������
��� 
�����
	��� ��� ��� ��� �����
�& ���,�� wk ���� ��D�
		��� �������
��� ��
�� t → +∞�
(�		� ��� ��	 ��������� ��-��
�F ������ ��	��� ��� ������ � ������ ��� �*��� ���
���
�� �
�� ��� ������� ��� ��� 	��
��	��� ���
������ ε� �� ���
 �	�����
�� � ������ ���
�*��� ���$
�&� G� �������� �
 ���$�	
����� ��� 	
������ 
�1	�������� G� 
 �1������
	��� �� ����	��� � ���& ������� ��		� �� ��	�����
���� �� 	
��������������
���������� �� ������ ε.

G� ������� 	
�����
�� u(ε) ���� �
 #��	�

u(ε) ∼ u0 + εu1 + ε2u2 + · · ·+ εkuk + · · ·

ε2w2
a

(
x− a

ε
, z

)
++ε2w2

b

(
b− x

ε
, z

)
+ · · ·

2�=3

+��
��
�� ���; ���� ����� 
����� �� 2�43 ���� �$������ �� ���$��	� �������
����
�� �� ���&��	�� ��#������ a �� ω

⎧
⎪⎨
⎪⎩

(∂tt + ∂zz)w
2
a(t, z) = 0, 0 < t, z ∈]− 1, 1[

∂zw
2
a(t, z) = 0, 0 < t, z = ±1

w2
a(0, z) = u2(a, z), z ∈]− 1, 1[

2�A3

�� �� ���$��	� 
�
����� �� b.
'��� ������� 2�A3 �� 
��� ��� ���
����� ���� ��	����

⎧
⎪⎨
⎪⎩

(∂tt + ∂zz)w(t, z) = 0, 0 < t, z ∈]− 1, 1[

∂zw(t, z) = 0, 0 < t, z = ±1

w(0, z) = h(z), z ∈]− 1, 1[

2�?3

�� ���� 
�
��
�� �� #
�� ��� �� :
��
���� �� �� ��	
��� ���� � �
��
$��� ��
�
$��� ��
�� �������� ������ ��� #�������� �� z �
� �
����� � �
 $
�� ��� #�������� ������� ��
�����
���� �� E��	
�� ��� ��������
���L −1 �K �,�� �
� �

w 
→ w′′ ���� w ��� ��� w′(−1) = w′(+1) = 0

� �
���� cosPπz ���� P ∈ N �� sin(�− 1

2
)πz ���� � ∈ N∗� 0������
�� �
 ����� 
�

$���

h(z) =
∑

�≥0

h+� cos �πz +
∑

�≥1

h−� sin

(
�− 1

2

)
πz

�� �$����� ��� �������� �� 2�?3 �
�

w(t, z) =
∑

�≥0

h+� cos �πze−�πt +
∑

�≥1

h−� sin

(
�− 1

2

)
πze−(�−

1
2)πt
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E��� ��1��� ��� w ��� �
������������� (����������� ��
�� t → +∞ �� �� ������
	��� �� h+0 = 0 ���� ∫ +1

−1

h(z)dz = 0

E��� ��1��� 
���� ������ ����� ��������� � ��
��� �&��	��� 
����� ���&������� ��
���& ���,�� � �������
��� �&������������ -������
�� �� ��� ���� ������ �� #
��� 
�
���$��	� 2�A3 �� � ��� 
�
����� �� b ���� �$������ ��� ���& ���,�� w2

a �� w2
b ������

��� ��� ��
��� u2(a, z) �� u2(b, z) ������ �� 	�1���� ����� ��� (−1, 1) � U� ��� �
�
2�43 u2 = u2C + v2 ���
 �����,� ��� u2C(a) = 0 �� u2C(b) = 0� G� ����
���� 2?3 ���� u4

	����� ��� �� ������ 	�	$�� ��� �������
�� ����� ���� �� ������
�� ������ ��� #���
2�43 ��� ∂xxu2C = 0� [��
��	��� u2C ��� �������� �������� �� ���$��	� �� 0��������
��	�����

{
∂xxu

2
C = 0 x ∈ ω

u0C(x) = 0 x ∈ ∂ω
2��3

-���� u2C ≡ 0.

'� (#)���������� �������	��� ��� � ������

-���� �������
�� �� 	.	� ���� ������� 	������ ��� �

u(ε) ∼ u0C(x) +
∑

k≥1

ε2kv2k(x, z) +
∑

k≥1

ε2k
[
w2k

a

(
x− a

ε
, z

)
+ w2k

b

(
b− x

ε
, z

)]


� ���� ��� ��������	���� 
�1	��������� 
����	��� ��� �������� ��		��� �� ��	��
�
)
�� u(ε) �
� ��� �
���� ,��� �� �
 ���� ��� �� ������� �� ��
����� �� ���	��� ���	�
������ %� ���	� ���#��	� ���
 ����� �
� �&�	��� �

‖u(ε)− u0C‖L∞(Ω) ≤ Cε2

‖u(ε)− u0C − ε2 (v2 + w2
a + w2

b )‖L∞(Ω) ≤ Cε4

'
� ������ �� ������	
���� �� u(ε) − u0C ����� �� 	.	� ����� �� ���	� L2 ���� ���

���� �� ���	� H1 �

∥∥u(ε)− u0C
∥∥
H1(Ω)

≤ Cε3/2

� �
��� �� �
 #���� �
��
���� �� �
 ����� �
�� �
 ������ ��	����
0
�� ��� ���$��	�� �� ��%��� Ωε ��� �,�� �
� ω×L −ε, ε[ 
��� ω �� ��	
��� ��
��

'��� �� :
��
���� �� ���� ���
������ ���
��� �� �$����� �� ��������	��� 
�1	����
����� �� �
 #��	� �

u(ε) ∼ u0(x, y) +
∑

k≥1

εkuk(x, y, z) +
∑

k≥1

εkwk
a

(r
ε
, s, z

)
2�@3
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�; r ������ �
 ����
��� � ∂ω �� s ��� ��� 
$������ ���������� �
�� ∂ω� 0
�� �� �
$��
�
��	�
�
��# ����
�� ���� ��	�
���� ��� ���	�� 
��
�
���
�� �
��

� �� ��	
��� 	���� $����	��������� ���� �� :
��
���� 
� �� ��	
��� 	���� ������	��������� ���� �� :
��
���� 
� �� ��	
��� 	���� ������	��������� ���� ���
�������

"
$��
� ��	�
�
��#
uC �� ����� �
� �� z �

uc = ζ(x∗)

uKL ���
��	��� ��
H������*�:���

(ζ∗(x∗)− z∇∗ζ3(x∗), ζ3(x∗))

Δ, 2d Δ, 2d %�
������

u0 u0C u0C u0KL

u1 0 0 u1KL

w1 0 0 w1 = (w1
�, 0)

u2 v2 v2 u2KL + v2

w2 w2 w2 w2

u3 0 u3C u3KL + v3

w3 0 w3 w3

u4 v4 u4C + v4 u4KL + v4

w4 w4 w4 w4

%� ��	������ 6 ��� ���	�� �����	���
���� 
��
�
������ ���� �� :
��
���� ��
�
���� �� �
 ����$��� �� $���� :�� ���
��	���� �� H������*�:��� ������ ���� ���
��
����� �� �I�� ��	��
��� 
�& #�������� �����
���� �� z ���� Δ ` 	
�� ��� �����
������ ��
�
��������� ��
�������	� �� ������������ ��� 
��� ��� ���� ����
�& ��	���
�	��� ����
$�
����� ���� ��	������� �� �
 ��������� �� 	�1���� ����� �
�
$�� ���� �� :
��
����
���� .��� ��	��
�� �
� ��
��� ���������� ���� 
� �������� �� B
����U��
���

:��&�	��� �����
�� ��	��� ��� ���� ������ �� ��
���� ��� 
���F �
�
����������
���� ���$��	� 
�& ��	���� ��� ��� ��
���� 	����� K��L �� ���� ���
��	��� ����
���$��	� �� ������$
���� ���������� ���� 
���� K6L �� ���� 
���� ��������� �
 	�����
�� N	
������ 
�1	�������O K@L�

:� ����� �� ��
�� �� ����� ��
�
�� 
��� 5�
$���� Y��
�� �
�� �������� ��� ���
���
	���� ��������� ��� ��
����� �� ���
������ ���
���� ��� ��� ��
��� 	���� ���
����
��� ��� $��� �
��
�� -���� ��� ��
�
�& K� 4L �������
�� �������� ����� �� ���	��� ���	�
u0 �� �
 �������� ������	����������� ���� 
���� �	���� �
 �
����� �� ��������	���

�1	�������� ��	���� ����� ����*��� ����,� ����� 2�@3 K= A ? �L� U��� 
���� K�� �L�

:�
�
��
�� ���� ��������	��� 
�1	�������� ��	���� ��� ����� #������ �
�� ���� ��
��D����� ��� ����	
����� ����	
��� � ���� ������ �� ��� ���	�� ��� �
���
���� ������
��� 	������ �� ��	������ ��#������ 2+��������7������ �
� �&�	��� ���� ��� ��
����3
�� ��������� �� ����� ���� �
 ������������ �� 	������ ��	������ ���#��	
����� :�
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� ��� ������ �� ��� ��
����� ��� ���
���� ����������
�� ��� �&�������� ����
���	���
���� ��D����� 	
�� ���� � #
�� ������ ������.��

*# #������

K�L ./ '/ �������� '�
��� 
�� ��������� �� %�
���� 7�����B��������� � -� -�1	������
-�
�1���� +�7�-� U��� �=� 7
���� 
�� B��������U��5
� �����

K4L ./ ������ � ./ �����0�(��� - �����,�
���� �# ��� �\����	������
� ��
�� 	����� 1/
$�����%�� �@ 2����3 6�A�6==�

K6L $/ ����� �1 $/ ������ - ������
��1 ������$�� 	�&�� $����
�1 �
��� ���$��	�
'����$���
���� 5+7-+ �A�4� +����� ���A�

K=L $/ ������ &/ '����� (�	����� 
�1	������� �� ���� ��
���� ��
��� 
�� ����	
�
����	
��� #�� ��� H������*�:��� 	���� '���$���
���� 5+7-+ �B��? +����� 
���A�

KAL $/ ������ &/ '������ 0�������	��� 
�1	�������� ������� 
�$���
��� ���� ���
��
��� �
������ 	���� ���
���� (� +� -� B� '
��� B��� 5� @4� ���A 6�A�6@��

K?L $� ������ &/ '������ -�1	������� �# 
�$���
�1 ����� #�� 
 ���� ��
���� ��
	���
��
��� 5 � G���	
� ����� ����	
���� - �
�
���� �
	� -�1	������ -�
�1����

K�L $/ ������ &/ '������ -�1	������� �# 
�$���
�1 ����� #�� 
 ���� ��
���� ��
	���
��
��� 55 � -�
�1��� �# ��� $����
�1 �
1�� ���	�� - �
�
���� �� -�1	������ -�
�
�1����

K@L �/$/ &����/ $���,��� �� ��0������� �
�������� �� �������� ��  ���(��0 )���
��� ��� ����	� ��4 �# "�
���
����� �# 7
���	
���
� 7�����
���� -	����
�
7
���	
���
� B�����1 '��������� +� 5� ���4�

K�L 2/'/ $�340�� 5/�/ -�3���)� �/�/ .�����)�6��� -�1	�������� "������ ��������
����� +
������
�#�
$�� �� ������a� ����_���� Y�$����� ����	� @4 �# 7
���	
�
������ 7�����
������ -]
��	���U���
� <���� �����

K��L 5/�/ -�3���)� &/5/ 7����� %��� �*��� �� ��� $������ �# 
 ���� ��������	������
�
��
��� ./ $/ $/ 8559 AB 2=3 2��@�3 A���A���

K��L �/ 5�,�)� � <����
�1 �
1�� ���������� �� ����
�����
� 	����� �# �
	��
��� ��	�
�������� 7
��� 7����� E�	��� -�
�� 4@ 2A3 2���=3 A���A6��

5+7-+ 28+- (E+B 6�A3 8��������1 �� +����� �
(
	��� �� <�
����� 6A�=4 +����� (���&

�
���b�������������
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