
!��
 ��� ������ �� ������� n,m

1������� ������!��

3
�
 H �	 ������ �� ���$��
 �
����(� ������$�� �� ����	��
	 �	6	�� �
 �
�
 L(H)
������$�� ��� 
����
���� ��	������ $
�	�� ��� H# +� *���
�
	 �� ���
�� �� �
�� 

�

T ∈ L(H) ' �� �(��
� �	 �
�������
� ?�����A M 	
	 
������ �� H �	�����	
 �
�� T
?i.e.(0) �= M �= H �
 TM ⊂ MA ��
 �
		�� �
�� �� 	
� �� ��
��%�� !� �
������� �

	�"��	��� �
 ��
 

��
��� 
����
�# 2�����
	� *�� �
�� �� ��
$���� �	��
��� ��� �	
������ �� Q�	��� �� �(��
� ��� �(������ ��� � B	S
 ;/=' Q���8��& ;!=' �
 2��� ;!='
��
����
���� ���
����� �� �
���������� �	�����	
� 	
	 
������( ?�#�#�#	#
A#

B	 �!/ ' 3�


 Q�
K	 ���
	
���
 *�� 

�
 
����
��� �
���	
���� ?����
������� �	

����
��� ����

�	
 �	� �(
�	��
	 	
�����A �
����� �	 �#�#�#	#
# �� �����
�
' ��	� �	
�
���	� *�� �
��
 ��
$��
 ����
���� ���������� ������ �� ��$�
 ��� �		��� -M �
 �� ����
���	
������	�� �� �� 
��
��� ��� �
	�
�
	� �
 �� �� 
��
��� ��
��
��*�� ��� 
����
����'
�
��
 ���
�� 
��� ���
�
�	
 �	 �����7��# �� �����
 �� ������� ��7
�� �	�
�� $����
�� ����
��� �� ��
�
�� �	
�
���
� *�� ��
 ����*�� �������
���	
 �
�	��� � ����
��� �������
��
����
����#

+� �
�	
 �� �����
 �� 3#Q�
K	 ������ ��	� �� �����*�� �����	
� % �� T ∈ L(H) �

���� �(��
� x �
 y ���
���� �� H ����6�	
 (p(T )x, y) = p(0) �
�� 

�
 �
�&	T�� p, ��
��
T � �	 �#�#�#	#
#

+�
�
�� ���	����� �	
�
���
 ��� 3#Q�
K	 �
�� ��

�� �	 
����� �� �����*�� ����
����	
� ��
 �� �
	���
 !2���%��� !���� ��� �	 ������ �� ���$��
# �� ��
 $��	 �
		�
*���	 
�	
 *�������� �� Q�	���' L(H) ��
 �� ���� �� �������� �� Q�	��� ?�
 �����
�� L(H))C1(H) ��� 
����
���� � 
���� 6	��# ���� ���������	
 C1(H) ��
 ��6	� ���
C1(H) = {L = Σn≥1xn ⊗ yn, (xn)n, (yn)n ∈ l2(H)} 
U x ⊗ y ∈ L(H) ' ����
x ⊗ y(u) = (u, y)x# ��

� �����
� ��
 ����� ��� �� �
��� 
���� % < L, T >= trace(LT )

U L ∈ C1(H) ' T ∈ L(H) ?trace(L) =

∑
n≥1(xn, yn) �� L =

∑
n≥1 xn⊗ ynA# +� �����
�

L(H) = (C1(H))∗ �����
 �� �

�� L(H) ���	� 

�
�
��� ���$��V ?KVA ' �������	

������� 

�
�
��� ��
�����$��# ��

� 

�
�
��� ���
 R� ��6	�� ��D�� � �� ������� ��
�����	
����

(pL)L∈C1(H) 
U pL(T ) = |trace(LT )|.
"�#������ � 3� ������� ���%��� !���� ��� H �
��� �
������%��� ��	��	�� A ������

��	������� ������ !� L(H) #

+� 
����	
�
��� ���%��� !���� �� ���
�6� ��� �� ���
 *�� A = (QA)
∗ ���� QA = C1(H)/ ⊥

A 
U⊥A = {L ∈ C1(H); ∀T ∈ A, < T, L >= 0}# N
�
 �����	
 [L] �� 4( ���
 s�������
[L] = Σi≥1[xi ⊗ yi] 
U (xi)i, (yi)i ∈ t2(′HA# B	 ����
�	
 �� �����*�� �������	
� 
	
�
	
�� *�� ���� �(��
� ϕ �	 �����
��� ���$��∗ �
	
�	� ��� A 
�� *�� ϕ = [x ⊗ y]' ��
��
������$�� ����� A � �	 �#�#�#	#
# ���� �
		� ������ 	�
������ ���	
�
����� �� ��
����
�
(A1) %

∀[L] ∈ QA, ∃(x, y) ∈ H2; [L] = [x⊗ y].

/



O �����	
' �
	�����
	� �� ��� 
U T ∈ L(H) ' �
	
���
�
	 �$�
����	
 �
	
�	��' � �	
������ �
	�
�
		�� �� 1��&�5
���' ΦT ' ��
��
��*�� ?��# ;�M=A# 3
�
 AT ������$�� �����
�	��	���� ��� T ?�#� AT ��
 �� �����
��� �
�� �� 

�
�
��� ���$��V �� ������$�� ���
�
�&	T��� �	 T A �
 �
�
 ϕT �� ���$��V �
��
�
������� ��6	� �� QAT

��	� �� �������

�� H∞ ?��# 
��
���� @#� �� ;<=A# 4	 	

� ϕT ([x ⊗ y]) = x
T
� y �
 
	 �����	� ��� ��

������ ��� �
	
���
�
	� �$�
����	
 �
	
�	��� �&�	
 �	 ������ �
	�
�
		�� �� 1��&�5
���
��
��
��*��# 4	 ��6	�
 ��
�� ��� ������� n,m(1 ≤ n,m ≤ ℵ0) �� �� ��W
	 �����	
� %

"�#������ � ��  ����� n,m(1 ≤ n,m ≤ ℵ0) ��� �2�������� !��  
���� �	
�� T ∈
������ 
�� �
�� �
��� ���	��� {fi,j, 0 ≤ i < n, 0 ≤ j < m}' 	� �5	��� !��5 ���	���� !�

"� ����� !� H, {xi, 0 ≤ i < n} �� {yj, 0 ≤ j < m} ���	���	���� [fi,j ] = xi
T
� yj.

+������
�	�	�� � ��� ������� �����
 �� �������� ���(��
�	�� �
 �� �������� ��� �#�#�#	#
#
����	��	
 �� ��
 �	 ��	���� ��)���� �� ����6�� �������
�	�	�� � ��� �	���$���# 3��
� ��(

�����( �����	
�� ��	� ;@=' ;"= �
 ; =' 	
�� 	
�� �
���� �	
������� � �	� �����
�����
�
	
��X���	
� ��� ������� n,m.

+�� �����
�
� �����	
�� ��	� �� *�� ���
 
	
 �
� 
$
�	�� �	 �
���$
��
�
	 ���� 5���
����� 9���H' �
����	
 �	 
���� �� Q# �������� � Q
�����( �# 1
�� ��
	� 
$
�	� ���
�
	��
�
	� ��)��	
�� �������
�	�	�� ��( ������� n,m# O��	
 ���	
	��� 	
� �����
�
�'
	
�� ������
	� �� 	

�
	 �� ���
������
� ���	 
����
��� �	�
���� �$�
����	
 �
	
�	�
��	�� *�� �� ��6	�
�
	 ���	 �������� ��
��	%�� *�� �
�� �	 �T�� ����	
���#

"�#������ $ &
	� R ∈ L(R) �� 
�������� ��	��	�� ���
������  
��	�� �� �
	� σ ��

�
���	�� !� T ?�� �
��A# 3� !	� 
�� R ��� !� ����	��	 	�� �����	���� 
� ����� � n ��� σ
�� 
� �
�� ���� ?�A ≥ n ��� σf ��	� �5	��� R0' �� �
������� � ��!�	���� �
�� R ��� 
��

R|R0 �
	� ��	��	������ �
�	"����� � Mσ ⊕ · · · ⊕Mσ︸ ︷︷ ︸
n

��� L2(σ)⊕ · · · ⊕ L2(σ)︸ ︷︷ ︸
n


6 Mσ ���

!�7�	 ��� % (Mσx)(e
it) = eitx(eit) ' x ∈ L2(σ)n, eit ∈ σ.

"�#������ % 3� ������� XT �� �
���	�� ��5	�! ?�
�� ��	� ���	
�A du �
�� �
�� ��

��
��	��� ?$A !�7�	�  
��� ��	� % �� �
���	�� σ � �� ��
��·��� ?$A �	 ∀f ∈ L1(σ) '
||f ||1 ≤ 1' 	� �5	��� !��5 ��	��� (xn)n, (yn)n !��� �� �
��� ��	�� !� H ������ 
�� %

⎧
⎪⎨
⎪⎩

limn→∞ || [f ]− xn
T
� yn|| = 0

limn→∞ || xn
T
� w|| = 0 ∀w ∈ H

limn→∞ || w T
� yn|| = 0 ∀w ∈ H

3
�
 T ∈ L(H) �	� �
	
���
�
	 �$�
����	
 �
	
�	��# 4	 �����	� ��� U+ ?����# BA ��
����
�
�
	 ��
��
��*�� ��	����� ?�#�#�A ?����# �
	 �(
�	��
	 �
��
��
��*�� ��	�����
?�#�#�#�AA (cf.[10]) # C������ �� 
��
���� �� ���
��
��
�
	 �� Y
��' U+ = S∗⊕R,B =
S∗⊕R∗ 
U R �
 R∗ �
	
 ��� 
����
���� �	�
����� �$�
����	
 �
	
�	�� �
	
 ��� ����
�
�
��� ������� ����
����� ���
���� ���
	
 	

�� ΣT �
 Σ∗T ������
�����	
#
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�� ������
	� �	6	 �� ���
��
��
�
	 ��	
	�*�� �� 1��&�5
��� ���	� �
	
���
�
	

T ∈ L(H) ?��# �/< ��	� ;�M=A' � ���
�� % T =

(
T0 ∗
0 T1

)
����
�����	
 � �� ���
��
�

��
�
	 
�
�
�
	��� H = H0 ⊕H1 
U H0 ��
 ��6	� ��� H0 = {x ∈ H; lim
n→∞

||T nx|| = 0}#
4	 	

��� RH0 �� ���
�� �	�
���� �� �� �#�#� �� T0 �
 RH1

∗ �� ���
�� �	�
���� �� ���#�#�#�
�� T1.
�����

� � &
	� T ∈ �� �
	� �� ���	�� n ��� 
�� 1 ≤ n ≤ ℵ0# &	 ���� (RH0) ≥ n
��� T\(XT ∪ Σ∗T )' ��
�� T ∈ 1,n.
�����

� � &
	� T ∈ �� �
	� �� ���	�� k ��� 
�� 1 ≤ k ≤ ℵ0# &	 ���� (RH1

∗ ) ≥ k
��� T\(XT0 ∪ ΣT0)' ��
�� T ∈ k,1.
�����

� $ &
	� T ∈ �� �
	��� k, n !�� ���	��� ���� 
�� 1 ≤ k, n ≤ ℵ0# &	 �2
�

� ���� (RH0) ≥ n ��� σ0 ⊂ ΣT0\XT �� ���� (RH1
∗ ) ≥ k ��� σ1 ⊂ Σ∗T1\XT �"� 

σ0 ∪ σ1 ∪XT = T' ��
�� T ∈ k,n.
&�
����� ' 1
�� 
$
�	
	� �	 ���
������� ��� ���( �������
�
	� �����	
�� %
� �� ���� (RH0) ≥ n ��� T\(XT ∪Σ∗T ) �
 �� ���� (RH1

∗ ) ≥ k ��� Σ∗1\XT ' ��
�� T ∈ k,n.
� �� mult(RH0) ≥ n ��� XT0 ∪ ΣT0\XT �
 �� ���� (RH1∗ ) ≥ k ��� T\(XT ∪ ΣT0) ' ��
��
T ∈ k,ι.
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;�= �) ����-���# 0	 
����
��� ��	� �
��������� �	�����	
 % ������6��
�
	 ��
���(����� �� �# B	S
# O�
��:�
�#' �@@ %"-� �' �! M#

;�= 8) ��� 
"	 	# 5��

��8�
�
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�� �
���
��� 
� 
����

�� 
	 ���$��

�����# O		# 
� :�
�#' �� %<!!�@�<' �!  #

;<= 8) ��� 
"	 	� �) �
	��� ��! �) $��� �# C��� ����$��� K�
� �������
�
	� 
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 ��$������ �	� ����
�
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�&# �	 �Q:3 2���
	�� �
	����	�� ������ �	
��
����
���' 	��$�� -"# O#:#3#' ��
����	��' �! -#

;@= �) ���"����� �) 95���� ��! �) $��� �# Q
�	���& ��
� �
� � �
	
���
�
	# 9# 4���
��

� N��
�&' <@ %<@/�< M' �!!-#

;-= �) ���"����# 3����& 
� 
�� ����� Ambb# ������	
#

;"= �)�) 95���� ,
��� &

 +
� 1� �
�� +���# C0 �
	
���
�
	� % C��� 
����

�� �����
$��' 9
���	 �
���� �	� ���
������
&# 

 ������#

;/= $) 9�:
# 4	 
�� �	�����	
 ��$����� ��
$��� �	 Q�	��� ������# O�
��:�
�#

; = �) 3���������# 3�� ��� �
	
���
�
	� ��	� �� ������ Ambbn# 9# 4����

� N��
�&'
� %�M-���M' �!!�#

;!= �) ���!# O �
��
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$���# Q����
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	 :�
���
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���
&' �" %<</�@M�' �! @#

;�M= �) &-�0��� ��! �) �
	��# ����
	�� �	��&��� 
� 
����

�� 
	 ���$��
 �����# 1
�
�
�
���	�' O��
�����' �!/M#
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