Autour des fonctions harmoniques de type exponentiel,
quelques théorémes d’unicité.
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Pour étre identiquement nulle dans R?, il suffit & une fonction harmonique u :
R? — R de type exponentiel (i.e. possédant dans R* une croissance de la forme
lu(z, y)| < Ce’l™*W! avec C et b des constantes > 0) de s’annuler sur Z x {0} et
Z x {a} ou a € N0 < a < w/b (voir [5]). Ce théoréme d’unicité a été généralisé,
indépendamment en [8] et [10], aux fonctions harmoniques dans RY (N € N, N > 2)
de type exponentiel < 7 s’annulant cette fois sur ZV¥ ! x {0} et ZV ! x {a}.

On propose ici une extension de ce résultat aux fonctions de 'espace Hpp n
décrit dans la définition ci-dessous, en renvoyant a [4] pour davantage de détails.
L’idée générale consiste a utiliser le fait qu'un élement u € Hp, v est certes une
fonction analytique dans RY mais qu’elle est de plus harmonique d’ordre infini, ce
qui permet d’assurer que u est restriction & RY d’une fonction @ analytique dans
C", avec le méme type de croissance pour % dans CV que pour u dans RY, I'intérét
des fonctions entiéres de type exponentiel résidant dans leur correspondance, via la
transformation de Fourier-Borel, avec les fonctionnelles analytiques (cf [6], [7]), un
outil trés pratique pour étudier ces questions d’unicité (cf [9]).

Definition 1 Etant donnés b >0 et P(X) = > o<hca kX" € R[X] un polynome de
degré d dont l'ensemble des zéros Zp dans C ne rencontre pas | — 00, 0], soit Hppn
Uespace des solutions u : RN — R de l’equation

P(Ax)u=0 (1)

(avec P(AN) = Y gcpea kAN 0t ARy designe Uopérateur laplacien dans RN itéré k
fois) pour lesquelles il existe Cy > 0 et Cyq > 0 telles que

lu(z)| < Coexp (b]|z|| ) et |Afu(z)| < Cyexp (b z]|w)
pour tout x € R,

Il existe des polyndémes exponentiels Fy, P, ..., P;_1, ne dépendant que de P,
notés dans la suite Pu(w) = > cz, D 0<qed, Chagomega? (avec cpo, € Ck =
0,1,...,d —1 et d, la multiplicité de oo comme zéro de P) tels que :

A = Po(m)Id + Pi(m)Ay + ... + Pyy(m)AY

pour tout m € N, d’ou (voir [1| pour une définition de I'harmonicité d’ordre infini) :

Théoréme 1 Toute solutionu de (1) est une fonction harmonique d’ordre infini dans
RY . Plus précisément, elle est la restriction @ RN de la fonction H, harmonique

t2m
dans RN x R, définie par : H(z,t) = Z(—l)m@m)'( ) (x) .
meN )
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Noter que H(z,1) = Yaez,Yo<g<dqCaq(2)Saq(t), 00t Coq(x) = S g (ARu) (7)
et Saq(t) = EmeN(_l)m@mmq% = Pa,q(t)ei\/af"‘Qa,q(t)e_l\/a*a avec Py q et Qa,q €
C[X] des polynomes de degré < q.

Par ailleurs, on démontre (en utilisant le développement de Pizzetti [1] de la
moyenne superficielle de u sur une sphére) que Ayu, A3u . .. A% u (et a fortiori

Au pour m > d) présentent eux aussi une croissance exponentielle :

Théoréme 2 Pour toute u € Hpy y et tout k € {1,2,...,d — 1}, il existe C, > 0
telle que : [(A%u)(z)] < Cy exp(b||z||n)pour tout z € RY.

On en déduit que H posséde une croissance de type exponentiel. Plus preci-
sément, on vérifie que, pour chaque € > 0, il existe a. > 0 tel que, pour tout
(r,t) eRY xR :

o) < acesp | (B4 T+ 2) Ol

en notant Ip = max,ecz, Sm+/a (avec la détermination principale du logarithme,
V& est bien définie pour toute o € Zp). D’apres le théoréme 4.5 de [2], sa complexi-
fice H (i.e. la fonction entiére dans CV*! dont H est la restriction & R¥T1) présente
elle aussi une croissance exponentielle : il existe pour chaque € > 0, une constante

A: > 0 telle que
|ﬁ[(z77])| S Aa €xp [(\/ b2 + 112:: —|—5) LN+1<Z,T]):|

pour tout (z,7) € CV x C.

Dans la comparaison de la croissance d’une fonction harmonique dans R" avec
celle de sa complexifiée dans C", I’apparition de la norme de Lie, définie dans C"
par :

(S 21§j§n ’Zj‘)

Ln(z) = \/HZH% + \/HZHi - ‘Zlgjgn ng

(Il - || désignant ici la norme euclidienne de C™) s’explique par le fait que la cellule
d’harmonicité dans C" d’une boule euclidienne B = {z € R"™ : |z|[, < R}
est justement la boule de Lie BLgr = {z € C" : L,(z2) < R} (voir [1]) et que
le maximum sur By d’une fonction harmonique dans R™ est relié au maximum sur
BLp, de sa complexifiée dans C™ (voir [2]).

En constatant (pour z fixé) que n — H(x,n) est la transformée de Fourier-
Borel d’une fonctionnelle analytique qui apparait, d’une part comme une combinai-
son linéaire de dérivées de masses de Dirac aux points iv/a(a € Zp) et, d’autre
part, comme une fonctionnelle analytique portable par le disque Dp, = {w € C :
lw| < \/b? + I%}, on obtient, en considérant la transformation G (voir [3]) de cette
fonctionnelle :
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Théoréme 3 Soit u € Hpp n. Si mizn la| > b* + I3, alors u =0 dans RY,
acZp

On constate de méme que z — H(z,0) (i.c. la complexifice @ de u) posséde
une croissance de type exponentiel, plus précisément qu’elle appartient & I'espace
Exzp(CN, Dy,) des fonctions entiéres f dans CV vérifiant les estimations suivantes :

pour chaque € > 0, il existe M, > 0 telle que

< Meewp | (B4 T2 fal +o o)

pour toul z = (21,...,2N) € CN. (Cet espace est I'ensemble des transformées de
Fourier-Borel des fonctionnelles analytiques portables par le polydisque Dﬁ p - VOIr

[6]).
Les

0%
(j € N) appartenant également & Exp(CY, DF,) et leurs restrictions

023
aux hyperplans {zy = 0} et {zy = a} & Exp(CV L, ng_l) , on démontre :

Théoréme 4 Soient a € R* et uw € Hpy n telle que f = /0> + I}% < 7 et que ses
0%,
dérivées partielles Pyl (1=0,1,..., d=1) s’annulent sur NNt x {0} et NV"1x {a}.
TN
Si|a|B < m, alors u =0 dans RY
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