
Autour des fonctions harmoniques de type exponentiel,

quelques théorèmes d'unicité.

Raphaële Supper

Pour être identiquement nulle dans R2, il su�t à une fonction harmonique u :
R2 → R de type exponentiel (i.e. possédant dans R2 une croissance de la forme
|u(x, y)| ≤ Ceb|x+iy1 avec C et b des constantes > 0) de s'annuler sur Z × {0} et
Z × {a} où a ∈ N, 0 < a < π/b (voir [5]). Ce théorème d'unicité a été généralisé,
indépendamment en [8] et [10], aux fonctions harmoniques dans RN(N ∈ N, N ≥ 2)
de type exponentiel < π s'annulant cette fois sur ZN−1 × {0} et ZN−1 × {a}.

On propose ici une extension de ce résultat aux fonctions de l'espace HP,b,N

décrit dans la dé�nition ci-dessous, en renvoyant à [4] pour davantage de détails.
L'idée générale consiste à utiliser le fait qu'un élement u ∈ HP,b,N est certes une
fonction analytique dans RN mais qu'elle est de plus harmonique d'ordre in�ni, ce
qui permet d'assurer que u est restriction à RN d'une fonction ũ analytique dans
CN , avec le même type de croissance pour ũ dans CN que pour u dans RN , l'intérêt
des fonctions entières de type exponentiel résidant dans leur correspondance, via la
transformation de Fourier-Borel, avec les fonctionnelles analytiques (cf [6], [7]), un
outil très pratique pour étudier ces questions d'unicité (cf [9]).

De�nition 1 Étant donnés b ≥ 0 et P (X) =
∑

0≤k≤d ckX
k ∈ R[X] un polynôme de

degré d dont l'ensemble des zéros Zp dans C ne rencontre pas ]−∞, 0[, soit HP,b,N

l'espace des solutions u : RN → R de l'equation

P (∆N)u = 0 (1)

(avec P (∆N) =
∑

0≤k<d ck∆
k
N où ∆k

N de±igne l'opérateur laplacien dans RN1 itéré k
fois) pour lesquelles il existe C0 > 0 et Cd > 0 telles que

|u(x)| ≤ C0 exp (b‖x‖N) et
∣∣∆d

Nu(x)
∣∣ ≤ Cd exp (b‖x‖N)

pour tout x ∈ RN .

Il existe des polynômes exponentiels P0, P1, . . . , Pd−1, ne dépendant que de P,
notés dans la suite Pk(ω) =

∑
α∈ZP

∑
0≤q<dα

ck,α,qαomegaq (avec ck,α,q ∈ C, k =
0, 1, . . . , d− 1 et dα la multiplicité de α comme zéro de P ) tels que :

∆m
N = P0(m)Id+ P1(m)∆N + . . .+ Pd−1(m)∆d−1

N

pour tout m ∈ N, d'où (voir [1] pour une dé�nition de l'harmonicité d'ordre in�ni) :

Théorème 1 Toute solution u de (1) est une fonction harmonique d'ordre in�ni dans
RN . Plus précisément, elle est la restriction à RN de la fonction H, harmonique

dans RN × R, dé�nie par : H(x, t) =
∑

m∈N
(−1)m

t2m

(2m)!
(∆m

Nu)(x) .
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Noter que H(x, t) = Σα∈ZP
Σ0≤q<dQCα,q(x)Sα,q(t〉, où Cα,q(x) = Σd−1

k=0ck,α,q(∆
k
Nu)(x)

et Sα,q(t) = Σm∈N(−1)mαmmq t2m

(2m)!
= Pα,q(t)e

i
√
αf+Qα,q(t)e

−l̃
√
α∗, avec Pα,q etQα,q ∈

C[X] des polynômes de degré ≤ q.
Par ailleurs, on démontre (en utilisant le développement de Pizzetti [1] de la

moyenne super�cielle de u sur une sphère) que 4Nu,∆
2
Nu . .. ∆d−1

N u (et a fortiori
∆m

Nu pour m ≥ d) présentent eux aussi une croissance exponentielle :

Théorème 2 Pour toute u ∈ HPb,N et tout k ∈ {1, 2, . . . , d − 1}, il existe Ck > 0
telle que : |(∆k

Nu)(x)| ≤ Ck exp(b‖x‖N)pour tout x ∈ RN .

On en déduit que H possède une croissance de type exponentiel. Plus preci-
sément, on véri�e que, pour chaque ε > 0, il existe aε > 0 tel que, pour tout
(x, t) ∈ RN × R :

|H(x, t)| ≤ aε exp

[(√
b2 + I2P + ε

)
‖(x, t)‖N+1

]

en notant IP = maxα∈ZP
=m√

α (avec la détermination principale du logarithme,√
α est bien dé�nie pour toute α ∈ ZP ). D'après le théorème 4.5 de [2], sa complexi-

�ée H̃ (i.e. la fonction entière dans CN+1 dont H est la restriction à RN+1) présente
elle aussi une croissance exponentielle : il existe pour chaque ε > 0, une constante
Aε > 0 telle que

|H̃(z, η)| ≤ Aε exp

[(√
b2 + I2P + ε

)
LN+1(z, η)

]

pour tout (z, η) ∈ CN × C.
Dans la comparaison de la croissance d'une fonction harmonique dans Rn avec

celle de sa complexi�ée dans Cn, l'apparition de la norme de Lie, dé�nie dans Cn

par :

Ln(z) =

√
‖z‖2n +

√
‖z‖4n −

∣∣∣
∑

1≤j≤n z
2
j

∣∣∣
(
≤∑1≤j≤n |zj|

)

(‖ · ‖n désignant ici la norme euclidienne de Cn) s'explique par le fait que la cellule
d'harmonicité dans Cn d'une boule euclidienne BR = {x ∈ Rn : ‖x‖n ≤ R}
est justement la boule de Lie BLR = {z ∈ Cn : Ln(z) ≤ R} (voir [1]) et que
le maximum sur BR d'une fonction harmonique dans Rn est relié au maximum sur
BLR de sa complexi�ée dans Cn (voir [2]).

En constatant (pour x �xé) que η 7→ H(x, η) est la transformée de Fourier-
Borel d'une fonctionnelle analytique qui apparaît, d'une part comme une combinai-
son linéaire de dérivées de masses de Dirac aux points i

√
α(α ∈ ZP ) et, d'autre

part, comme une fonctionnelle analytique portable par le disque DP,b = {ω ∈ C :

|ω| ≤
√

b2 + I2P}, on obtient, en considérant la transformation G (voir [3]) de cette
fonctionnelle :
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Théorème 3 Soit u ∈ HP,b,N . Si min
α∈ZP

|α| > b2 + I2P , alors u ≡ 0 dans RN ,

On constate de même que z 7→ H̃(z, 0) (i.e. la complexi�ée ũ de u) possède
une croissance de type exponentiel, plus précisément qu'elle appartient à l'espace
Exp(CN , DN

P,b) des fonctions entières f dans CN véri�ant les estimations suivantes :
pour chaque ε > 0, il existe Mε > 0 telle que

|f(z)| ≤ Mε exp

[(√
b2 + I2P + ε

)
(|z1|+ . . .+ |zN |)

]

pour tout z = (z1, . . . , zN) ∈ CN . (Cet espace est l'ensemble des transformées de
Fourier-Borel des fonctionnelles analytiques portables par le polydisque DN

P,b - voir
[6]).

Les
∂2jũ

∂z2jN
(j ∈ N) appartenant également à Exp(CN , DN

P,b) et leurs restrictions

aux hyperplans {zN = 0} et {zN = a} à Exp(CN−1, DN−1
P,b ) , on démontre :

Théorème 4 Soient a ∈ R∗ et u ∈ HP,b,N telle que β =
√
b2 + I2P < π et que ses

dérivées partielles
∂2ju

∂x2j
N

(j = 0, 1, . . . , d−1) s'annulent sur NN−1×{0} et NN−1×{a}.

Si |a|β < π, alors u ≡ 0 dans RN
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