Sur la convergence faible uniforme des processus stochastiques.
Christine Sibeuz

Soit (X™?),>; une suite de semi-martingales dépendant du paramétre § € R™
définies sur des espaces filtrés (Q", F", F" P") . Pour 6 fixé, la convergence en loi
de la suite (X™%),>; vers une semi-martingale X? a été étudiée par de nombreux
auteurs (voir par exemple J. Jacod et A.N. Shiryayev [4] ou R.Sh. Lipster et A.N.
Shiryayev [5]). Lorsque cette convergence a lieu, d’aprés le théoréme de représenta-
tion de Skorohod (cf R.M. Dudley [1]), il existe un espace probabilisé (Q, F, P) et
des processus Xm0 ot X? tels que les lois de X0 et de X? sous P coincident avec
les lois de X™% et de X? respectivement et tels que pour tout N € N

sup
te[0,N]NTy

avec Ty = {s > 0, AX? =0}.

Nous cherchons sous quelles conditions supplémentaires, la convergence précé-
dente est uniforme (en ) sur tous les compacts de R™. Ce type de convergence
est trés utile en statistique, notamment pour étudier la normalité asymptotique de
certains estimateurs.

Nous nous restreignons au cas ot nous pouvons définir des processus X" =
(X7"")1er+ germ A trajectoires dans Pespace de Skorohod D(RT, Coe(R™)) des fonc-
tions définies sur R™ & valeurs dans Cj,.(R™) ou Cjoe(R™) désigne I'ensemble des
fonctions réelles continues sur R™, muni de la loi de la convergence uniforme sur tout
compact. Nous pouvons alors étudier la convergence en loi, dans D(R™, Cj,.(R™))
, de la suite (X™),>1. Les résultats classiques sur la convergence faible — valables
dans tout espace D(R*, S) ou S est un espace polonais — donnent des conditions
qui s’expriment a l'aide du module de continuité dans D(RT, Cj,.(R™)) , qui est
défini de la fagon suivante : si (K;);>1 désigne une suite de compacts croissant vers
R™ et si X est une fonction réelle sur R™ x R™, nous posons pour tout i, N € N et
h >0

Xm0 X0 g

Wy n(X) = ng fnax - sup - sup | X! — X7
b1ty >h SIS steltytja] 0K
oll la borne inférieure est prise sur toutes les subdivisions 0 =ty < ... < t,41 =
N(n > 1) de lintervalle [0, N] vérifiant ¢4 —¢; > h pour j = 0,...,n — 1. Nous
cherchons des conditions en termes prévisibles pour assurer la convergence en loi
dans D(RT, Cj,.(R™)) des processus X™.

Dans un premier temps, en utilisant les travaux de L.Yu. Vostrikova [6] et |7],

nous obtenons un critére de convergence en loi dans D(R™, Cj,.(R™)) . Ensuite,
nous exprimons les conditions obtenues en termes prévisibles a ’aide des résultats
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classiques sur la convergence des processus et des estimations de K. Dzhaparidze,

E. Valkeila [2] et de I.A. Ibragimov, R.Z. Has’minski [3].

Convergence en loi dans D(R', C,.(R™)) Dans cette partie, nous exprimons

les conditions assurant la convergence en loi dans D(R™, Cj,.(R™)) a laide de
W,iN(X) = inf max sup |X39 — X7

{tj} OSJSTL telt: ts
tjg1—tj>h S, e[]’]+1[

i _ 0 o

et K, n(X) = sup sup ‘Xt - X
0<qt<qN  0,0'€K;
10—/ |<qh

Théoréme 1 Supposons que pour tout 1, N € Nynp > 0,0,6,, ...,0, € R™,
(1 e N*) et t ty,..., tp € RT, (k € N*) nous avons

n,01 n,0 n,01 n,0; L(Pm)
(1) (XD X0 XX (X
(2) lim limP" (Sup X0 > a) = 0.

a—+00 n 0<s<t

0 01
..,th,...,X

tk7‘

LX)

(3) im imP™ (W \ (X™) > n) =0,
h—0 n 7
(4) }llimsupP” ( o (X)) > 77) =0.
—0 n>1
Alors, pour tout n > 15 le processus X" = (Xf’e)tzweRm est a trajectoires dans
D(RT, Cjoe(R™)) et la suite (X™),>1 converge en loi vers un processus X a trajec-

toires dans D(R™, C1,.(R™)) et ayant les mémes distributions finies-dimensionnelles
que X.

Critéres de convergence faible dans D(R™, C,.(R™)) en termes prévisibles
Nous nous restreignons ici au cas ot pour tout # € R™, X% est un processus de
diffusion qui est solution de I’équation différentielle stochastique

dX? =b(t,0, X)dt + c(t,0, X?)dW,

avec Xg déterministe et W = (W;);cr+ un mouvement brownien. Nous supposons
que les fonctions b et ¢ vérifient les conditions habituelles de Lipschitz, de croissance
linéaire, de continuité et de prévisibilité. Nous nous limitons également au cas ou
pour tout € R™ et tout n > 1, le processus X™? est une semi-martingale localement
de carré intégrable. Dans ce cas, il existe un processus unique Bn? prévisible, a
trajectoires a variation localement integrable, tel que

Xn,@ _ X(T]L,H + En,@ +Xn,n9,c + // xd (Nn,e . Vn,@)
0 JR\{0}

n,o

ot X™%¢ désigne la partie martingale continue de X™?, ™% sa mesure des sauts et

"% son compensateur. De plus, la martingale locale

Mn,9 — Xn,e,c + // xd (Iun,@ o Vn,G) ’
0 JR\{0}
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qui apparait dans la décomposition ci-dessus, est localement de carré intégrable.
Conditions du groupe I
Pour tout 0,0 € R™, tout L € N et tout a €]0, 1], nous avons :

1) xp0 2 x¢

/ / r < H|x|>adl/n9—>0
R\{0} .

(3) sup]Bf’ —/ b(s,G,X"’Q) ds| 50
0

t<L

t
(4) sup| < MY M, —/ c (S,G,X"’e) c (sﬂ’,X”’e/) ds| RN
t<L 0

Conditions du groupe IT

Nous introduisons le processus prévisible Y% = (Y”G )i>0 défini par

+ / / (& —y)Sd 0P / / & — y[Pdv™?
0 JR2\{0,0} 0 JR2\{0,0}

ot v désigne le compensateur de la mesure des sauts du processus
(Xnﬂ Xnﬂ’) )

Nous supposons que pour tout ¢+ € N, tout N € N il existe a« > m et p >
max(a, 2) vérifiant, pour tout F"-temps d’arrét 7 a valeurs dans l'intervalle [0, N],
les deux conditions suivantes

(4) supsup E"(|X™17) < 400
n>10eK

(5) supsup E"(|Y™%n > 10,0 € K, [P\|0 — 0'1%) < +o0.
040

Théoréme 2 Supposons que les conditions des groupes I et II sont satisfaites.
Alors, pour tout n > 1, le processus X" = (Xf’9>t2070€1Rm est a trajectoires dans

D(RY, Cioe(R™)) et la suite (X™)n=1 converge en loi vers un processus X a trajec-
toires dans D(R™, Cioe(R™)) et ayant les mémes distributions finies-dimensionnelles
que X.
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