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On se propose d'étudier la déformation d'une plaque mince polygonale à bord
libre sous chargement mécanique, par une méthode d'équations intégrales de fron-
tière. Notons Ω l'ouvert de R2 correspondant à l'intérieur de la plaque, de frontière
Γ = ∪N

j=1Γj,Γj étant le jeme côté du polygone.
Il s'agit de résoudre le problème variationnel

{
Trouver u ∈ H2(Ω) tel que
a(u, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ H2(Ω)

(1)

où a(u, v) = Iν∆u∆vΩ + (1 − ν)∂iju∂ijvdx et ν est le coe�cient de Poisson du
matériau constituant la plaque (0 < ν < 1/2) .

Lorsque Ω est régulier, ce problème (1) est équivalent au problème aux limites





∆2u = f dans Ω

Mn(u) = ν∆u+ (1− ν)∂
2u

∂n2 = 0 sur Γ = ∂Ω

Kn(u) =
∂∆u
∂n

+ (1− ν) d
ds

(
∂2u
∂t∂n

)
= 0 sur Γ

(2)

dont la résolution par équations intégrales de frontière a été faite par Giroire et
Nédélec [3]. Les opérateurs Mn et Kn sont appelés moment �échissant et e�ort
tranchant.

Nous obtenons les r′ ∝ ultats suivants :

A. Problème variationnel

En utilisant un cadre général dé�ni dans [4] et en s'inspirant d'idées développées
dans [2], on dé�nit un opérateur TMK qui agit sur des couples (g, h) de H(Γ) sous

espace de ΓINi=1H
32̃(Γj) × H

1
2 (Γj) dont les éléments véri�ent certaines conditions

de compatibilité aux coins (cf. [4]). Dans un domaine régulier, l'opérateur TMK
coïncide avec (−Kn, Mn) .

De�nition 1 Pour u ∈ H2(∆2,Ω) = {v ∈ H2(Ω); ∆2v ∈ L2(Ω)}f nous dé�nissons
TintMK(u) ∈ (H(Γ)) ' par : ∀(g, h) ∈ H(Γ)

〈TintMK(u), (g, h)〉 = −
∫
Ω
∆2uRdx+

∫
Ω
{ν∆u∆R + (1− ν)∂iju∂ijR} dx

où R ∈ H2(Ω) est un relèvement de (g, h), i.e. γ0R = g et γ1R = h(γ0 et γ1 étant
les opérateurs trace et trace de la dérivée normale).
Pour u ∈ W 2

0 (42, Ω′) (cf. [3]), nous dé�nissons TextMK(u) ∈ (′H(Γ))′ de ma-
nière similaire sur Ω′ = R2\Ω. Nous dé�nissons aussi [TMK(u)] = TintMK(u) −
TextMK(u) .
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On transforme (1) en un problème équivalent (3) avec q = −TintMK(uE) où
uE = E ∗ f (E solution élémentaire du bilaplacien).

Lemma 1 Le problème suivant admet une unique solution dans V = H2(Ω)/P1(Ω)
(polynôme de degré 1)





Trouver u ∈ V tel que
a(u, v) = 〈q, (γ0v, γ1v)〉,
∀v ∈ V

⇔





Trouver u ∈ V tel que
∆2u = 0 dans Ω,
TintMK(u) = q.

(3)

A l'aide de [1], on montre que pour une plaque strictement polygonale et pour des
seconds membres f de (1) qui sont L2(Ω) ou des diracs dans Ω, la solution u est
dans Hs(Ω) avec s > 5/2.

2 Problème du bord

Notre but est de transformer notre problème en un système d'équations intégrales
sur le bord. Nous donnons ici une représentation intégrale des solutions de ∆2u = 0
dans Ω et Ω′, à l'aide de l'opérateur TMK.

Proposition 1 Soit u ∈ H2(Ω) ×W 2
0 (Ω

l) telle que ∆2u = 0 dans Ω ∪ Ω′. Alors il
existe p ∈ P1(R

2) tel que, pour tout y ∈ R2\Γ,

u(y) = 〈[TMK(u)], (γ0E(| · −y|), γ1E(| · −y|))〉+
∫

Γ

∂∆E(| · −y|)
∂n

(x)[u](x)dγ(x)

−(1− ν)

∫

Γ

∂2E(| · −y|)
∂t∂n

(x)
d

ds
[u](x)dγ(x)−

∫

Γ

Mn(E(| · −y|))
(
∂u

∂n

]
(x)dγ(x) + p(y)

On veut obtenir une représentation intégrale du type double couche de la solution
variationnelle du problème de Neumann biharmonique intérieur, où les inconnues
intermédiaires sur le bord sont les sauts [u] et [ ∂u

∂n
], comme dans [3]. Il nous su�t de

coupler notre problème intérieur à un problème biharmonique extérieur en imposant
à la quantité [TMK(u)] d'être nulle.

En�n du problème au bord obtenu par couplage, nous donnons une formulation
variationnelle sous forme d'équations intégrales portant sur les sauts. Cette formula-
tion présente des noyaux non intégrables que nous éliminons à l'aide d'une technique
développée par Nédélec pour obtenir un système d'équations intégrales.

3 Approximation

On se place dans le cas où Ω est une plaque carrée. Nous cherchons un espace
d'éléments �nis Vh approchant H(Γ) . La résolution de (3) se ramène à la résolution
d'un système linéaire que nous inversons. Nous obtenons alors les valeurs de [u], d

ds
[u]

et [ ∂u
∂n
] aux noeuds du maillage. L'étape suivante consiste à évaluer la solution à partir

de ces sauts et de la Proposition 3.1.
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Un exemple : uE(y1, y2) = 4y31 − 5y32 − 3y21 + 4y22.
Figure 1 : déformation de la plaque : uE exacte et calculée
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