Reconnaissabilité de langages de numeration généralisés.
Nathalie Loraud

Nous nous intéressons a des systémes de numération généralisés dans une base
(dn)n, o (dyy)n est une suite strictement croissante d’entiers de premier terme 1,
appelée aussi échelle de numération. Tout entier naturel n admet un développement
du type :

ou les n; sont des entiers positifs ou nuls. Le mot n = ng...ny associé a cette
écriture est unique si les inégalités nody + - - - +n;d; < djq1, sont vérifiées pour tout
J=0,...,k; ce qui signifie que nous utilisons ’algorithme “glouton” pour écrire les
entiers en base (dy,),. Nous renvoyons a [?] pour plus de détails sur ces systémes de
numération dits “standards”

L’ensemble £(d) de tous les mots 7 est appelé le langage de la numération :

L(d) == {ng...ng € N5 <k mody + -+ - +nyd; < djyq}

La question principale qui nous préoccupe est de caractériser les échelles de numéra-
tion dont le langage est régulier, i.e. reconnaissable par un automate fini; c’est une
question posée par J. Shallit dans [8]. Nous rappelons, a cet égard, les définitions
d’automate (fini) sur un alphabet A, de langage sur A et de reconnaissabilité :

Un automate fini sur A est un quadruplet A = (S, ®,1,T) ou S est un ensemble
fini appelé ensemble des états, ® = (¢4)aca est la famille des fleches de 'automate,
représentée par un graphe, I est un état distingué de S appelé état initial et T° C
S est 'ensemble des états terminaux. Un langage sur A est un sous ensemble £
du monoide libre A* engendré par A. Le langage £ est reconnu par un automate
A si 'ensemble des mots de £ coincide avec I’ensemble des mots obtenus comme
inversion de la concaténation des étiquettes d’'un chemin dans l'automate, partant
de I et aboutissant & un état terminal, ce qui veut dire que le mot ny...ngy est
dans le langage L si et seulement si 'on peut définir successivement les états A, =
D,,(Ao), ..., A = ©,, (Ar—1) . On dira que L est reconnaissable par automate ou
régulier s'il existe un automate fini A qui le reconnait.

Nous allons étudier des classes particuliéres de suites, et déterminer dans chaque
classe, celles qui sont base d’un systéme de numération dont le langage est recon-
naissable par automate.

J. Shallit a démontré qu’une condition nécessaire est que la suite (d,,), soit ré-
currente linéaire a coefficients dans Z, mais que ce n’est pas une condition suffisante.
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Nous obtenouns les résultats suivants

1. Suites arithmético-géométriques

Théoréme 1 Soit (d,), une suite d’entiers naturels arithmético-géométrique de
coefficients a et b dans Z(i.e. Yn > 0, d,y1 = ad, +b) et de premier terme
do = 1.(dy)n est la base d’un systéme de numération dont le langage est régulier si
et seulement si (a>1etb>0)ou(a=1etb>1).

Ce corollaire permet de voir 1’importance du choix de d; pour 'obtention d’un
langage régulier (la récurrence étant fixée), ce qui répond a une question de G.
Hansel.

Corollaire 1 Soit (d,,), une suite d’entiers naturels vérifiant une relation de récur-
rence d’ordre 2 du type : ¥Vn > 1,dp1 = (a+ 1)d,, — ad,,_1, ot a € Z, et de premier
terme do = 1. Alors L(d) est régutier si et seulement si (1 <a <dj) ou(a=1 et
dy >2).

2. Bases de Cantor

Soit (gn)n une suite d’entiers telle que : go = 1 et g, > 2, pour tout n > 1. Soit
(dp)n la suite définie par : d, = qo...¢, , n > O. Clest la base d’un systéme de
numération appelé systéme de Cantor associé a la suite (¢,), et le langage de cette
numeération est donné par le lemme classique suivant :

Lemme 1 £(d) = {nkno e NFLV < kon; < qj+1}.

Dans ce qui suit, on caractérise les bases de Cantor qui sont aussi récurrentes linéaires
a coefficients dans Z.

Théoréme 2 Soit (d,), la base du systéme de Cantor associé & la suite d’entiers
naturels (qn)n. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) la suite (d,,), est récurrente linéaire o coefficients dans Z;

ii) la suite (qn)n est ultimement périodique:;

iii) la série Z:ﬁ%an" est N-rationnelle ;

i) le langage L(d) est reconnaissable par automate.

Exemples : quand on développe les entiers en base k, on obtient un langage recon-
naissable car dans ce cas d, 1 = kd, i.e (¢,)n est la suite constante (k),.

La représentation factorielle ne fournit pas, quant a elle, un langage régulier;

en effet, d,.1 = (n+ 1)d, et (g,)n = (n+ 1), n’est pas une suite ultimement
périodique.
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3. Systémes de numeration d’Ostrowski

Soit un nombre irrationnel o > 1. On note A(a) = [ag; a1, az, ...] son dévelop-
pement en fraction continue.
p"(a) AQ ieme P .
Pour tout n > 0, désigne le ni®™e convergent de o : — = [ag; ay,...,a,| et
gn(cx) Gn

I'on a pour les deux suites (gn)n>0 €t (Pn)n>0 les relations de récurrence classiques :

Qo =1q =a et Vn >2,¢, = angn_1 + ¢n_2;
Po = ao;p1 = aap + 1 et Vn > 2,0, = appp_1 + pn—2

Si a > 1, la suite Qo = (gn(@)), est strictement croissante, de premier terme 1,
pourvu que a; > 1; sinon on considére la suite Qo = (¢ni1(@)),.Pour le systéme de
numération de base (), le langage associé est donné par le lemme suivant :

Lemme 2 ([7]) Sia > 1 est un nombre réel de développement A(a) = [ag; ay, ag, . . ],
alors

L(Qn) ={nk...no;Vj <k, (0<n;<aj1)ou(n; =a et nj_; =0)}.

Le systéme de numération de base ), est appelé systeme de numération d’Ostrowski
relatif au nombre réel o, [7].

Le probléme de la reconnaissabilité est totalement résolu pour ces langages. J. Shallit
a obtenu une caractérisation qu’il est possible de retrouver de fagon simple. Il en
résulte que, ici aussi, pour qu’'une échelle de numérotation donne un langage régulier,
il suffit qu’elle soit récurrente linéaire & coefficients dans 7Z :

Théoréme 3 Soit (), la suite des dénominateurs des convergents d’un nombre réel
a > 1. Les assertions suitvantes sont équivalentes :

i) L(Qo) est reconnaissable par automate;

ii) A(«a) est ultimement périodique;

iii) o est un nombre quadratique;

iv) Qq est récurrente linéaire a coefficients dans Z.
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