Stabilisation interne de 1’équation des ondes.
Solange Kouémou Patcheu

Ce travail entre dans le cadre du controle des systémes d’équations aux dérivées
partielles non linéaires.

Soit © un ouvert borné de R"(n > 1) , de frontiére I' réguliére. On fixe deux
nombres p > 1,q > 1 et on considére une fonction continue et strictement croissante
g, vérifiant les conditions suivantes :

9(0) =0
crlslP < |g(s)| < cof VP, sifs] <1 (1)
csls| < [g(s)| < calsl?, si[s] >1

Par exemple, la fonction

s1s <0

Vs, sis>0
o= { V2
Y
vérifie (1) avec p = ¢ = 2.
Considérons I’équation des ondes avec une perturbation non linéaire :

u" — Au+ g (u') =0 dans 2 x (0, 00)
u=0sur I x (0,00) (2)
u(0) = ug et v/'(0) = uy dans 2

D’aprés Haraux [3], pour (ug, u1) € H}(Q) x L*(Q2) donné quelconque ; ce probléme
admet une solution unique

u € C([0,00); Hy (92)) N C* ([0, 00); L*(2))
et 'énergie E : [0,00) — [0,00) de la solution, définie par

E = 1/2/ ') + |Vul?de,
Q

est une fonction décroissante. Concernant la wvitesse de décroissance, il est connu
d’aprés des travaux de Haraux [3] et Zuazua [8] que

E(t) < ¢(Q,ug,uy) ™Y@ ¢ > 0.

Notre objectif est d’estimer la constante c(€), wug, uy) .
Théoréme 1 Supposons que (n —2)q < n+ 2 dans (1). Alors on a l’estimation

E(t) < ¢(Q) (1 + E(O)ifﬂj)) tT, V>0, (3)
ot la constante c¢(Q)) dépend seulement de €.
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Ce théoréme améliore des résultats antérieurs de Conrad-Leblond-Marmorat|2], Car-
pio [1] et Souplet [7], en affaiblissant leurs hypothéses sur la fonction g et/ou en
rendant meilleures les estimations. Notre méthode est différente et semble étre plus
simple.

Nous décrivons maintenant les idées de la démonstration. Il suffit de montrer que

q—1

/T B < ¢(Q2) (1 + E(O)pzq

)E(S), 0<S<T (4)

Pour conclure, on appliquera des résultats antérieurs de Komornik [4]. On multiplie
I’équation par uE" et on intégre par parties sur Q x [S, 7] :

T o p=1 p—1 T s
2/ E=2dt=-— [E?/u/udx} + — E2E//u/udxdt
S Q 2 Js Q
T
+/ E2/ <2|u’|2—ug(u')> dxdt
S Q

Il faut majorer le second membre. On applique les inégalités de Holder et Young,
on trouve :

—[E/ ] / /I’!+—/E E/uu

< ¢(Q)E(0) 7 E(S)+/ " dt

S

(5)

(6)

En remplacant le résultat trouvé dans l'identité précédente, on a

T T
/ B dt < o(Q)B(0) 5 B(S) + / o / g ()] dxdt (7)
S 5 Q
Si on applique encore les inégalités de Holder et Young, on obtient

1

ke / lug (v)| dx < ¢(Q)E? |E/|77 ()| E (8)
Q

Ceci ne permet pas de conclure. Pour avoir une bonne majoration, il faut décomposer
o . P
d’une maniére astucieuse Fz :

FP/? |E1|q/(1+Q) _ <|El|q/(f1+1) E(pq—l)/2(q+1)> (E(p+1)/2(q+1)) (9)

Q+l

Appliquant I'inégalité de Young avec les exposants et ¢+ 1, on en déduit que

p+1

c(Q)EP? | BV < (Q)E(0) 5 B + E* (10)

Substituant (8)-(10) dans (7) on trouve
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r 1
/‘E?ﬁgcmwﬁ+mmw)Ew) (11)
S
d’on (4). Prenant la limite quand 7" — +o00 on obtient

pg—1

o0 1 _
/ E"dt < () (1 + E(0) %
S

>E@LVSEO (12)

Appliquant un résultat de Komornik [4], théoréme 9.1, p 124, on en déduit le théo-
réme.

Voir |5], [6] pour la démonstration détaillée et les résultats plus généraux.

Bibliographie

[1] A. Carpio, Sharp estimates of the energy for the solutions of some dissipative
second order evolution equations, Potential Analysis 1 (1992), 265-289.

[2] F. Conrad, J. Leblond and J. P. Marmorat, Stabilization of second order evolu-
tion equations by unbounded nonlinear feedback, Proc. of the Fifth IFAC Sym-

posium on Control of Distributed Parameter Systems, Perpignan, june 1989,
A. El Jai and M. Amouroux Eds., 101-116.

|3] A. Harauz, Semi-linear hyperbolic problems in bounded domains, Mathematical
Reports, Vol. 3, Part 1, J. Dieudonné Editor, Harwood Academic Publishers,
Gordon and Breach, 1987.

[4] V. Komornik, Exact controllability and stabilization, the multiplier method,
Research in Applied Mathematics, John Wiley& Sons and Masson (1994).

[5] S. Kouémou Patcheu, On the decay of solutions of some semilinear hyperbo-
lic problems, a paraitre dans PanAmerican Mathematical Journal,6, numéro
3,1996.

|6] S. Kouémou Patcheu, Stabilisation interne de certains systémes distribués se-
milinéaires, Thése de Doctorat de I'Université de Strasbourg I, 1995.

[7| P. Souplet, Th\ e de Doctorat de 1'Universite’ Paris VI, 1994,

|8] E. Zuazua, Stability and decay estimates for a class of nonlinear hyperbolic
problems, Asymptotic Analysis 1. (1988), 161-185.

Institut de recherche mathématique avancée (URA 01 CNRS)
Université Louis Pasteur

7 rue René Descartes

67084 Strasbourg Cedex

kouemou@math :u-strasbg.fr

29



