
Stabilisation interne de l'équation des ondes.
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Ce travail entre dans le cadre du contrôle des systèmes d'équations aux dérivées
partielles non linéaires.

Soit Ω un ouvert borné de Rn(n ≥ 1) , de frontière Γ régulière. On �xe deux
nombres p > 1, q ≥ 1 et on considère une fonction continue et strictement croissante
g, véri�ant les conditions suivantes :





g(0) = 0
c1|s|p ≤ |g(s)| ≤ c2|s|1/p, si |s| ≤ 1
c3|s| ≤ |g(s)| ≤ c4|s|q, si |s| > 1

(1)

Par exemple, la fonction

g(s) :=

{ √
s, si s ≥ 0

−s2, si s ≤ 0

véri�e (1) avec p = q = 2.
Considérons l'équation des ondes avec une perturbation non linéaire :





u′′ −∆u+ g (u′) = 0 dans Ω× (0,∞)
u = 0 sur Γ× (0,∞)
u(0) = u0 et u

′(0) = u1 dans Ω
(2)

D'après Haraux [3], pour (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) donné quelconque ; ce problème

admet une solution unique

u ∈ C
(
[0,∞);H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
[0,∞);L2(Ω)

)

et l'énergie E : [0,∞) → [0,∞) de la solution, dé�nie par

E = 1/2

∫

Ω

|u′|2 + |∇u|2dx,

est une fonction décroissante. Concernant la vitesse de décroissance, il est connu
d'après des travaux de Haraux [3] et Zuazua [8] que

E(t) ≤ c (Ω, u0, u1) t
−2/(p−1), t > 0.

Notre objectif est d'estimer la constante c(Ω, u0, u1) .
Théorème 1 Supposons que (n− 2)q ≤ n+ 2 dans (1). Alors on a l'estimation

E(t) ≤ c(Ω)
(
1 + E(0)

pq−1
q(p−1)

)
t

−2
p−1 , ∀t > 0 , (3)

où la constante c(Ω) dépend seulement de Ω.
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Ce théorème améliore des résultats antérieurs de Conrad-Leblond-Marmorat[2], Car-
pio [1] et Souplet [7], en a�aiblissant leurs hypothèses sur la fonction g et/ou en
rendant meilleures les estimations. Notre méthode est di�érente et semble être plus
simple.

Nous décrivons maintenant les idées de la démonstration. Il su�t de montrer que

∫ T

s

E
p+1
2 ≤ c(Ω)

(
1 + E(0)

pq−1
2q

)
E(S), 0 ≤ S < T (4)

Pour conclure, on appliquera des résultats antérieurs de Komornik [4]. On multiplie

l'équation par uE
p−1
2 et on intègre par parties sur Ω× [S, T ] :

2

∫ T

S

E
p+1
2 dt =−

[
E

p−1
2

∫

Ω

u′udx

]T

S

+
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫

Ω

u′udxdt

+

∫ T

S

E
p−1
2

∫

Ω

(
2 |u′|2 − ug (u′)

)
dxdt

(5)

Il faut majorer le second membre. On applique les inégalités de Hölder et Young,
on trouve :

−
[
E

p−1
2

∫

Ω

u′u

]T

S

+

∫ T

S

E
p−1
2

∫

Ω

2 |u′|2 + p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫

Ω

u′u

≤ c(Ω)E(0)
p−1
2 E(S) +

∫ T

S

E
p+1
2 dt

(6)

En remplaçant le résultat trouvé dans l'identité précédente, on a

∫ T

S

E
p+1
2 dt ≤ c(Ω)E(0)

p−1
2 E(S) +

∫ T

S

E
p−1
2

∫

Ω

|ug (u′)| dxdt (7)

Si on applique encore les inégalités de Hölder et Young, on obtient

E
p−1
2

∫

Ω

|ug (u′)| dx ≤ c(Ω)E
p
2 |E ′|

q
q+1 ≤ 1

3
E

p(q+1)
2 + c(Ω) |E ′| (8)

Ceci ne permet pas de conclure. Pour avoir une bonne majoration, il faut décomposer
d'une manière astucieuse E

p
2 :

Ep/2 |E ′|q/(1+q)
=
(
|E ′|q/(q+1)

E(pq−1)/2(q+1)
) (

E(p+1)/2(q+1)
)

(9)

Appliquant l'inégalité de Young avec les exposants q+1
q

et q + 1, on en déduit que

c(Ω)Ep/2 |E ′|q/(1+q) ≤ c(Ω)E(0)
pq−1
2q |E ′|+ 1

3
E

p+1
2 (10)

Substituant (8)-(10) dans (7) on trouve

28



∫ T

S

E
p+1
2 dt ≤ c(Ω)

(
1 + E(0)

pq−1
2q

)
E(S) (11)

d'où (4). Prenant la limite quand T → +∞ on obtient

∫ +∞

S

E
p+1
2 dt ≤ c(Ω)

(
1 + E(0)

pq−1
2q

)
E(S), ∀S ≥ 0 (12)

Appliquant un résultat de Komornik [4], théorème 9.1, p 124, on en déduit le théo-
rème.

Voir [5], [6] pour la démonstration détaillée et les résultats plus généraux.
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