
Solutions autosimilaires pour une équation

en milieux poreux avec terme source.

Anne Ke�a

Cet exposé est consacré à l'étude des solutions autosimilaires positives de l'équa-
tion parabolique dégénérée

φt(t, x) =|φ|q∆φ(t, x) + |φ|p−1φ(t, x)

(t, x) ∈]0,+∞ [×Rn

0 < q < 1 et p > q + 1

(1)

Les solutions autosimilaires positives de cette équation sont telles que si φ(t, x)
est solution de (1) alors il en est de même de φα(t, x) avec

φ(t, x) = αkφ(αlt, αx) ∀α > 0,

k =
2

p− q − 1
et l =

2(p− q)

p− q − 1
.

Si on pose r = 1x1t−
1
l et u(r) = φ(1, r) l'équation (1) pour φ(l, x) est équivalente

pour u(r) à :




|u|qu′′(r) +
(
n−1
r

)
|u|qu′(r) + r

l
u′(r) + k

l
u(r) + |u|p−1u(r) = 0, ∀r > 0, (∗)

u(0) = x0 > 0
u′(0) = 0

(2)

Les principaux résultats énoncés sont montrés pour les valeurs de p et q véri�ant les
hypothèses suivantes :

0 < q < 1, p > q + 1, p− q <
n+ 2

n− 2
, k <

n

1− q
⇔ p− q − 1

1− q
>

2

n
.

Le but de cet article est de démontrer l'existence d'une solution autosimilaire
positive à symétrie radiale, de classe C1 et à support compact en espace de l'équation
(1). Pour celà on étudie les solutions positives de l'équation di�érentielle (2) véri�ée
par le pro�l des solutions autosimilaires et on montre le résultat suivant.
Théorème 1 Soit α = inf{x0 > 0, u(r, x0) > 0,∀r ≥ 0}, alors 0 < α < +∞,
il existe z = z(α) tel que u(r, α) > 0,∀r ∈ [0, α[ et u(z, α) = u′(z, α) = 0.

Pour démontrer ce théorème on dé�nit tout d'abord T ∗(x0) le temps maximal
d'existence d'une solution positive de l'équation (2) . On établit que si u(r, x0)
est strictement positive sur R+∗ alors T ∗(x0) = +∞, et limr→T ∗(x0) u (r, x0) =
limr→T ∗ (x0)u

′ (r, x0) = 0. Sinon on a T ∗(x0) < +∞, limr→T ∗(x0) u (r, x0) = 0 et
limr→T ∗(x0) u

′ (r, x0) ≤ 0.
On peut donc dé�nir les ensembles suivants :

A = {x0 > 0\T ∗ (x0) = +∞}
B = {x0 > 0\T ∗ (x0) < +∞}
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et
B = B1UB2

avec
B1 = {x0 ∈ B\u′ (T ∗ (x0)) < 0}
B2 = {x0 ∈ B\u′ (T ∗ (x0)) = 0} ,

La première étape de la démonstration consiste à montrer par des méthodes clas-
siques que A et B sont non vides. Ceci entraîne en particulier que 0 < α < +∞.
Ensuite on montre, grâce à l'analyse des solutions dans le plan de phase, que A est
un ensemble ouvert. En�n dans la troisième étape on prouve que B1 est aussi un
ensemble ouvert. On peut alors conclure que B2 est non vide et que α appartient à
B2, ce qui est le résultat énoncé dans le théorème.
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