Les suites universellement représentatives en moyenne.

Catherine Gamet

Notre domaine de recherche est la théorie ergodique, et plus précisément 1’étude
de théorémes ergodiques multidimensionnels. Les résultats qui ont été exposés dans le
cadre de ce forum ont été obtenus en collaboration avec Dominique Schneider (docteur
de I’Université Louis Pasteur, Strasbourg) et font 1'objet d’un article accepté pour
publication aux Annales de I'Institut Henri Poincaré.

Nous considérons un espace d’épreuves (€2, B,P) que nous supposons complet, sur
lequel nous définissons une suite {Sy, & > 1} de vecteurs aléatoires a valeurs dans
Z4.d > 1.

Soit (Y, A, i, T) un systéme dynamique mesuré, c¢’est-a-dire la donnée d’un espace
probabilisé (Y, A, ) , la donnée d’une transformation mesurable, bijective, T sur Y,
compatible avec 'action de Z¢ et telle que T = p. Introduisons maintenant la notion
de suites universellement représentatives.

Définition 1 Une suite de vecteurs aléatoires S = {Sp, k > 1} a valeurs dans 79,
d’espace d’épreuves (2,8, P) est universellement représentative pour LP p > 1, s’il
existe Qg C Q) presque str tel que pour tout w € g nous avons :

pour tout systeme dynamique mesuré (Y, A, u, T) , pour tout f € LP(u) ,

N
1
pwey: lim —Zf (Tsk(w)y) existe } =1
{ N—+oco N =

Par exemple pour d = 1, la suite {p, + 0x, k > 1} ou p; désigne le ki®™¢ nombre
premier et {0, k > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées et possédant un moment d’ordre strictement positif, est universellement
représentative pour LP,p > 1 (voir [9] & ce sujet).

Toujours dans le cas ou d = 1, M. Lacey, K. Petersen, D. Rudolph et M. Wierdl
(cf. théoréme 5, [8]) ont montré

Théoréme 1 Soit X = {Xx, k > 1} une suite de variables indépendantes, identi-
quement distribuées, telle que EX| # 0 et E(X)? < oo. Alors, la suite

k
j=1

est universellement représentative pour LP;p > 1.
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Dans le cas ou d > 2, ils ont obtenu le résultat suivant (cf. théoréme 7, [9]) : Si
f e L), alors

N
1

lim — E fooT®* existe, pu-presque partout,

N — o0

NeN k=1

od N = {[e"5] | Le N}

Les techniques utilisées par M. Lacey, K. Petersen, D. Rudolph et M. Wierdl dans
[9], telles que la loi du logarithme itéré de Hartmann-Winter ne permettent pas d’ob-
tenir la convergence ponctuelle pour 'index total. C’est la raison pour laquelle ils ont
précisé cette situation avec le théoréme suivant (cf. théoréme 8, [9]) :

lim fooTSk =0, p-presque partout .
N—o0 N(logNlogN Z

Il est donc naturel de s’interroger sur le probléme de la convergence en moyenne
des moyennes ergodiques du type précédent. Plus précisément, nous introduisons la
notion de suite aléatoire universellement 2-représentative en moyenne.

Définition 2 Une suite de vecteurs aléatoires S = {Sy, k > 1} a valeurs dans 74, d’
espace d’épreuves (S, B, P) est universellement 2-représentative en moyenne, s’il existe
Qo C Q presque sir, tel que pour tout w € g nous avons :

pour tout systeme dynamique mesuré (Y, A, u,T) | pour tout f € L*(u) ,

N
1
lim N Z: fooT ") existe au sens L2(1).

N—+400

Nous obtenons alors le résultat suivant :

Théoréme 2 Soit X = {Xy, k > 1} une suite de vecteurs aléatoires indépendants,
identiquement distribués, a valeurs dans Z2 et d’espace d’épreuves (2, B, P) . Supposons
qu’il eziste § > 0 tel que E|X|° < oo.

Alors la suite de vecteurs aléatoires S = {Z?Zl X;, k > 1} est universellement
2-représentative en moyenne.

Ce résultat est encore valable si T' est une contraction positive de L?(y) .

Dans le cas ou la suite X = {X}, k > 1} désigne une suite de variables aléatoires
de Rademacher indépendantes, nous savons que la suite des sommes partielles n’est
pas universellement représentative (Cf. théoréme 4 dans [9]). Plus généralement cette
situation se produit dés que E(X;)? < co et EX| = 0, et pourtant dans ce cas, la suite
des sommes partielles est 2-représentative en moyenne. Ceci fournit donc des exemples
de suites vérifiant un théoréeme ergodique en moyenne, mais pas ponctuellement.
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