Automorphismes de U,(B*)
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La recherche des automorphismes de certaines algébres n’est en géneral pas aisée.
Le cas de l'espace affine A™ en est un exemple : seul le cas du plan a été traité
entiérement dans [8] et déja le cas n = 3 parait présenter des automorphismes
“sauvages” ([5]).

En ce qui concerne U(G) , algébre enveloppante d'une algébre de Lie, M.K.Smith
a traité le cas de certaines algébres de Lie résolubles (|7]).

Le passage a la quantification a d’ores et déja permis la détermination des auto-
morphismes de U,(sl(2)) ([1]) alors que le cas U(sl(2)) reste encore complexe ([4]).
Il semble, d’aprés cet exemple, que la quantification rigidifie les structures au point
de réduire sensiblement le groupe d’automorphismes d’algebre dans le passage du
cas classique au cas quantique.

Dans [2] sont décrits les automorphismes d’algebre de Uf(sl(3)) . L’é¢tude des
automorphismes d’algebre de U;"(G) ot G est semi-simple parait difficile et c’est
pourquoi nous avons étudié I’algébre enveloppante quantifiée de la sous-algébre bo-
rélienne B+, U,(BT) , ou plutot sa forme augmentée U,(B*) .

La notation ¢ désignera un élément non nul de €', non racine de 'unité. Soient
G une algébre de Lie semi-simple de rang n, (a;;) sa matrice de Cartan. Soient
di,...,d, les entiers naturels, premiers entre eux dans leur ensemble, tels que (d;a;;)
soit symétrique.
Pour k,5 € N et d € N*, posons :

(K == s [Ka! = [1a[2a.. ... [Klas {k.Lz[k]d...[k—j+1]d/[j]d!

J
Alors U,(B¥) est la € - algébre engendrée par les éléments K; et ;(i = 1,...,n)
avec :
Kil'j = q5ijdiiji

et les relations de Serre quantiques :

1—a;;

> (= { 1= ay } o T =0, Yi£j=1,...,n.
m=0 d;

m

On montre que Uq(8+) est une algébre de Hopf avec la structure donnée par :

Swi=—K;'w;, SK;=K', e(x;)=0, ¢(K)=1

On démontre alors le théoréme suivant :
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Théoréme 1 Soit 0 € Aut(U,(B*) . Alors, pour tout i,

9 (Kl) = alf(g(i) et 9 (iL‘Z) = ")/Z[V(fh Ce K,Zm.%g(i),
0l a;,y; € C*, 0 est un automorphisme du graphe de Dynkin et (b;;) € M, (Z) avec
dibs(i); = dibo(j)i-

Le théoréme obtenu aboutit a une structure simple du groupe des automor-
phismes d’algébre. Il est en effet paramétré par le groupe (fini) I' des automorphismes
du graphe de Dynkin, par (C*)?", et par un sous-groupe S de matrices vérifiant une
identité les liant aux entiers d; qui symétrisent la matrice de Cartan.

Plus précisément, on a :

Théoréme 2
Aut (U, (B)) ~ (I x S) o ((C*)*

ol o< designe le produit semi-direct, et S est le sous-groupe additif des matrices
symétrisables par les entiers d;.

Enfin, comme corollaire, on obtient }es automorphismes d’algébre de Hopf de Uq(B+) :
Proposition 1 Soit 0 € Autp,,r(U,(BT)) . Alors, pour tout i,

4 (Kl) = Kv(i) et 0 () = 7iTo()

i.e.

Autrrops (Uy (BY)) =T oc (C7)"
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