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SUR LA STRUCTURE DES COURANTS POSITIFS FERMES 

par Pierre L E L 0 N G ( Paris ) 

1. ~ Introduction, L'étude des courants positifs fermés 

prend une certaine importance depuis qu'on sait distinguer ceux dont 

les supports sont les ensembles analytiques complexes. Le résul

tat le plus précis (complétant celui obtenu d'abord par J.KING [3]) 

est celui démontré par Y.-T.SIU [5] dans l'article "Analyticity 

of sets associated to Lelong numbers and the extension of closed 

positive currents". Il énonce:sur le support (noté supp t) d'un 

courant positif fermé t, l'ensemble i>(x) ̂  c est pour tout c>0 

un sous-ensemb1e analytique. L'existence d'un nombre densité fini 

P(x) établie en 1957 dans [ 4 , e s t une propriété fondamentale 

des courants positifs fermés ; i> (x) est appelé le nombre de Lelong 

du courant t au point x depuis le mémoire [7} . Les résultats de 

J.KING et de Y.-T.SIU apportent une nouvelle définition des ensem

bles analytiques comp1 exe s,qui est bien adaptée à l'emploi des mé

thodes de la géométrie différentielle généralisée. 

Toutefois la démonstration de Y.-T.Siu se déroule en 

103 pages. Nous donnons ici une démonstration nouvelle, plus courte, 

qui donne aussi des résultats nouveaux sur la structure des cou

rants positifs fermés. 

L'idée de départ (mais qu'on n'a remarquée qu'après coup!) 

peut-être présentée simplement dans le cas où t est le courant 

d'intégration sur un ensemble analytique complexe M de codimension 

p défini dans un domaine G pseudo-convexe de C n . Il existe en effet 

alors n + 1 fonctions fj( z) holomorphes dans G qui définissent M 

comme ensemble des zéros communs : 

M = [z éG ; f.(z) = 0 , 1 4 j 4 n+ l] . 



- 146 -

On considère alors la fonction p1urisousharmonique• 
n+1 

U = log Z l | V z > | ' 

Le courant positif fermé de type (1,1) défini dans G par 

t = iTT"1 d'd" U 

a comme support singulier l'ensemble analytique M. Si on le compare 

au courant d'intégration t sur M qui est un courant positif, fermé, 

de type (p,p) on voit que tous deux ont même support singulier . 

Cette constatation suggère un énoncé général qu'on 

établira ici : étant donné un courant positif fermé de 

type (p,p) dans G pseudo-convexe, il existe un courant positif fermé 

(1,1) dans G qui en tout point x de G a même nombre de Lelong D(x) 

que le premier. Ce résultat permet en particulier d'obtenir - D(x) 

comme limite d'une suite croissantede fonctions p1urisousharmoniques 

sur tout compact de G,quel que soit le type (p,p) du courant positif 

fermé considéré. 

2. - Un théorème sur les potentiels de mesures régulières. 

Dans ce paragraphe , on considère des potentiels d'une mesure posi

tive (T , dans l'espace réel , q ̂ ,2, et de noyaux g (a,x) dépendant 

de l'entier s, 0 ̂ s ^q-2 . On pose 

C g (a,x) = log l a - x l l si s = 0 

\ g s U , x ) - c g | a - x j 

- i s 
où c 8 w , Oo étant la mesure de la sphère unité de R et X 

s s s s 

son volume. On a cu^ = 2 TT S ̂  £["*( s / 2 ) J ^ . 

Les noyaux ĝ  sont, pour a fixé, des fonctions R^-s ousharmoni-

ques de x 6R^. Le laplacien vaut s(q-2-s)cs |a-x|
 S ^ et est 

une fonction positive, localement sommable dans R^ pour 0 ̂ s < q-2. 

Si s = q-2, A&s se réduit au contraire à une mesure de valeur 

2TT de support le point a. On désigne par \(f ,x,r) la moyenne 
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sphérique d'une fonction f sur la sphère S(x,r) de centre x, de 

rayon r . On a 

LEMME 1. - Les noyaux g (a,x) vérifient : 

c s sup [-r"S , - | | M r S ] 4 X x(g s.0,r) < 0 . 

Si ||aj| r , c'est une conséquence de la propriété de la moyenne des 

fonctions R^-sousharmoniques. Si j|a|| ̂ r, on utilise la symétrie de 

g g par rapport à ||a|| et à || x|| = r . 

THEOREME 1 . - Soit <rune mesure positive finie dans un do 

maine G CR q (q ̂. 2 ) . On note <r(x,r) la mesure o— portée par la boule  

compacte B(x,r) de centre x, de rayon r. 

On suppose qu'il existe un entier s, O^s^q-2 tel que 

pour tout point x d'un domaine compact G ̂ cczG , le quotient 

» ( x , r ) = (l sr
S)" 1

< r(x,r) 

soit fonction croissante de r pour O ^ r ^ ^ ( x ) . Alors le potentiel 

(2) U(x) = <r *g ( a ,x ) = fd«r(a-)g (a ,x ) 
a s j s 

est une fonction R^-sousharmonique de x et, en tout point x £G } 

(3) lim (log r ) " 1 \(U,x,r). 
r = o 

existe et vaut la limite 

(4) i>(x) = lim t>(x,r) . 
r = o 

Démons tra 11on. On suppose x = 0 ôG^ , on pose <r(0,r) =<r(r), 

V(0,r) = *)(r) ; on choisit R > 0 tel que l'on ait V (0) < \> ( r ) ̂  >K°) + 6 

pour 0 n< r ̂  R . 

Parmi les masses a, on distingue cellles qui vérifient | a|>R; 

elles donnent un potentiel U e(x), qui est continu pour [( x|/<; elles 

n'interviennent pas dans le calcul de la limite (3). Il suffit de 

considérer le potentiel U des masses a vérifiant kr ̂  jaj < R et 

celui, U 2, des masses a vérifiant |a|<kr et de calculer (3) en 

remplaçant U par Uj + U 2- Dans ce partage on choisira k assez 
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grand et de toute manière k ̂  2 ; on ne considérera alors que les 

valeurs r, assez petites pour vérifier kr <R. 

Pour ||x|| = r , ||a||̂ kr, ||a-x|| S diffère peu de â|| S. Plus préci

sément pour k 2 , il existe C ̂  > 0 tel qu'on ait 

|a-xj| S - || a (I S ^ c j k 1 où 1 1 on a posé C j = sup |u| ^(l-u) S -1| pour J u|̂  

Alors £ > 0 étant donné, on choisit k^k Q^2, tel que l'on ait C^k ^ 6 . On a 

alors, 0 f, 0" ... désignant des nombres de module inférieur à 1 : 

\(Uj,o,r) = - c s(i+ e e ) j t~s d<r(t) 

= - O + e g ) [s t s c g J t % ( t ) d t + s c s e , e j . 

Mais c =co 1 entraîne s Z c = 1 . D'où : s s s s 

\(U ] }0,r) - -(1 + 8 6) (log R-log kO [v(o) + e , f

6]+sc g e f6 . 

D'autre part d'après le lemme 1 , on a pour le potentiel des masses a, 

vérifiant |a|^kr: 

(5) X(U2,0,r) ^ -c

p*£p [̂ (o) + 6 ] [l + s log k ] . 

Finalement on a , k étant fixé ainsi qu'il a été dit et 

pour r < Rk ^ : 

X ^ ° ; r ) = 0 + e s ) [v(o) + e "& ] + (log r ) " 1 s 

où S est une quantité qui ne dépend pas de r. Ainsi, £ étant arbi

traire, la limite (3) existe et vaut i)(o), pour x = 0, ce qui établit 

1'énoncé. 

3. - L'énoncé précédent conduit au résul tat annoncé pour les 

courants positifs fermés : 

THEOREME 2. - Etant donné un courant t positif, fermé, de 

type (k,k),(k = n-p) dans un domaine G pseudo-convexe borné de C n, 

il existe un courant positif fermé t ̂  , de type (1,1) qui, en tout 

point x 6 G a même nombre de Le long tf(x) que t. 

On partira de la mesure trace ç*= t p du courant t. On pose 

jj = ~ 2 Z d Z j A d z > Jîp = ~j fiP e t o n rappelle ̂ cf [4 ,ajjque pour x 
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donné dans G, 

V = t A ( ~ d'd" log l | z -x | | ) P 

est une mesure positive d'après le théorème de multiplication des 

courants positifs par les formes positives (' î , 1 ) (cf. [4 , a] ) à den

sité dans C n - £x | . Elle se prolonge à tout C n par l'addition d'une 

mesure ponctuelle en x , de valeur i)(x) où 

(6) tf(x) - lim ^(x^) 
r=o I r P 

2p 

Le quotient qui figure au second membre de (6) est fonction 

croissante de r ; sa limite pour r = 0 définit le nombre de Lelong 

V(x) du courant t au point x. Par construction V(x) est fonction 

semi-continue supérieurement de x. On note >)(x,r) la mesure o (ainsi 

prolongée en x)portée par la boule B(x,r) ; elle est égale au quo

tient qui figure au second membre de (6). Les hypothèses du théorème 

concernant cr- sont ainsi vérifiées. D'autre part con s i d é r on s , c omme 

le fait H.Skoda dans £6,a, p. AOl] une suite d'ouverts croissants 

épuisant G. On définit G. = [z 6 G ; ,£( z ) > 2 ~M , où £ ( z ) est 

la distance de z éG à la frontière bG. Soit 

fîj = [z€il ; S(z) > 2 J ( y + Enfin soit X u n e fonction C°° , posi

tive, â support la boule unité et d'intégrale égale à 1. Soit 

est C°° , X - ( z ) = 1 s u r et est nulle dans le complémentaire 

On considère la partition de l'unité définie dans G par ç = ^ î * 

<?2 - X 2 - X , . . . f j - X j - X j - , e t = ^ j + 2
 e t 1 , o n f o r m e 

oo 

(7) U(z) - Z I fi U,(z) 
1 J J 

où tK(z) = Jgp(a,z)r^ ( a ) d r ( a ) , et *Xj + 2 

Lorsque z appartient au support de ç., et a au support de d'V , 

on a ||z - a|]^2~J~2 ; U(z) a alors un défaut de plurisous-

* 2u. 
harmonicité mesuré par la forme T " — — ~ ~ = \ X - H(U,\ ). 

s,t^z

s ^
z t S C 
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On a d'après [6 , a , p. 402 ] : H (U , X ) >, -C ( p ,* ) |X|2 [$( z )]" 2 P " 2 J d<r(a). 

Ç(a)>~ f(z) 

Il existe alors une fonction C 0 5 , strictement plur isousharmonique , 

soit h(t) où t = - log £(z) + |jz[| , h(t) convexe, crois

sante telle que si l'on pose 

W(z) = h ĵ -log $ (z) + ||Z||
2] 

H(W, \ ) compense le défaut de p1uris ousharmonicité de (7). Comme on 

a H(W , X)^h' [~log £(z) + |lz\[2] [XI2 , il suffit de prendre 

h'(t) = C(p,n)exp [(2p+2) t] <j- [f(x) >/ i e" 1 1] 

où <r [ ̂ désigne la mesure positive portée par l'ensemble défini entre 

crochets. Soit o( ( t ) une fonction C^positive nulle en dehors du 

s egmen t 11: | ̂  1 et vérifiant J"©<( t)dt = 1. On pose c^ç (t) = * 

On construit h^(t) = Jh(t +Ç+ ^)e(^(u)du ̂ h(t) ; h^ ( t ) est C 0 0 

et est compris entre h(t+f) et h(t+2ç). Finalement on obtient une 

fonction strictement p1uris ousharmonique compensatrice qui est 

C°° : Wj (z) = h^ T-log £(z) + [|z||2J. Elle est majorée par 

W ] (z) ̂  C (p,n, e )logf(z) ff(z)] ~
2p~2<r[£(a) > kf(z)] où k > 0 est une 

cons tante . Alors 

(8) V(z) = U(z) + W (z) 

est plurisousharmonique dans G donc est R2n*-sousharmonique . 

On a, Wj étant continue : 

lim(log r ) ~ ! X(W ,0,r) = 0 
r = o 1 

et W ,qui a servi à obtenir une fonction plurisousharmonique^ peut-être 

négligé. Dans le calcul de la limite (3) , il suffit de tenir 

compte de U(z) défini par ( 7 ) . 

Un point x eG est centre d'une boule B(x,R) compacte dans 

G, dans laquelle un nombre fini de seulement prennent des valeurs 

- s -2 

non nulles. Dans la boule B(x,Rf) où s = sup j, R' = inf(R,2 ) 

les Tj^ sont tous de valeur 1, et U(z) se décompose en U = S^+S^ où 

Sj provient des masses a pour lesquelles \|a - XH^^ S »̂ e t 2̂ ^ 6 
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-s -2 
masses extérieures à B(x,2 ) ; en tenant compte d e ^ ^ = 1, 

?/j = 1 , on a Sj(z) = J*d<rf (a) (a , z) où cr' est la restric

tion de or- à B(x,R') . On a alors d'après le théorème 1 

(9) lim (log r ) " 1 X(S,,x,r) = î>(x) 
r = o 1 

qui entraîne 

lim(log r)""1 ,\(V,x,r) = tf(x) . 
r = o 

Considérons alors le courant positif fermé (1,1) défini dans G par 

tj = irT Hd'd"V = 2ddCV , d° = ~ (d" - d'). 

On a - t ,n p n ^, - ^ A v . p n 

(ou encore tr' = (2tt) ' AV avec la notation par une distribution). 

Il vient alors pour le calcul de i>'(x} relatif au courant tj : 

a-' (x,r) - jL. C & d T = _J_ f _|_ V(x + r.*) r
2 n _ 1 da>2n(«< ) 

B(x,r) J 

-(2TI)-1 œ2n r 2 n ' 2 ^ — X C V . x . r ) = T 2 n _ 2 r
2 n " 2 X(V.x.r). 

En remarquant que \(V,x,r) est fonction convexe croissante de 

log r, on énoncera : 

PROPOSITION 1. - Pour un courant tj = i n ^ d M ' ^ (V p lur i-

sousharmonique) on a i>' (x) = lim — \(V,x,r) - lim(log r) X(U,x,r). 
r = o * i o& r r = o 

Si l'on opère ainsi à partir de la fonction V construite par 

(8) ,on a d1 après (9) : 

\>%(x) » »(x) 

c'est-à-dire que t̂  et le courant t ont même nombre V(x) en tout 

point de G, ce qui achève d'établir le théorème 2, 

4. - Etude de - v> (x) . Le théorème 2 montre que, étant donné 

un courant t, positif, fermé, de type (k,k), dans un domaine G 

pseudo-convexe, on peut représenter son nombre \>(x) à partir d'une 

fonction plurisousharmonique V dans G par 

" »<x> = Jî; ioVuV" ' r <d(x,bG) , 

Soit GçCCG à distance ̂  ç de bG et M(G^) = sup V(z), pour 

z ô G • On a : 
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(10) -p(x) = lim/Klog î/r)" 1 [X(V,x,r)-M (Gf)][ , r<d(x,bGe) . 

2 

En effet l'origine est dans R située dans la région convexe 

y >Cp(u) , u = log 1/r , Cp(u) = u""1|X(V ,x,e~U) "M(G )"] £ 0 , et la conve

xité du graphe assure que dans (10) la limite est atteinte par valeurs croissantes. 

On a ainsi établi : 

THEOREME 3. - Soit t un courant positif fermé de type (k,k) 

défini dans un domaine G pseudo-convexe. Alors sur tout compact  

de G , - i> (x) est limite d'une suite croissante de fonctions plu risous- 

harmoniques négatives dans G. 

On va étudier plus précisément le cas (1,1). Par le point 

x 6G faisons passer une droite complexe L : la restriction 

V = V(x+uy) = (p (u) est sousharmonique ou, éventuellement, la 

IL* » X , y 

constante - oo ; ce dernier cas n'intervient que pour y ^ V x ' cone 

polaire dans C n. On a alors, comme dans (10) : 

PROPOSITION 2 . - Soit G^CCG e_t M(G f) = sup V(z), z e G ç . 

Alors pour |l y || < Ç , x & G^^ , r , .posons Reg sup^ f(x) = lim sup f(x') 

pour x' —y x . 0 n a 
(11) -»(x,y) = lim/(log r^ 1)"" 1 [2~( V(x+ryel(P)d(p-M(Ge) ] 

a/ - l>(x,y) est défini pour x e G ~ , H y || < £ • On a - p ( x , y ) = - si et  

seulement si V(x + uy) s -«> , c'eat^à-dire y & V x • 

b/ - V( x , y) est limite croissante de fonctions p1urisousharmoniques  

de (x,y), négat ives. 

c / On a *>(x, y )^i)(x) et Reg sup^£-\)(x,y)J = -tf(x) et pour chaque 

x

 y 1 ' ensemble des y crû \3(x,y) est supérieur à \)(x) est un cone 

polaire dans C n. 

L'énoncé a déjà été donné en dimension infinie dans (4 , c"] . 

Pour établir c/ on remarque que (11) entraîne \}(x,\y) = \>(x,y) de 

sorte que Reg sup^ £ - V ( x , y )J e s t une fonction p lu r i s ou s harmon i q u e 

de y dans C n - ^0| qui est invariante par les homothéties. Elle se 

prolonge à tout C n, et, étant bornée, est une constante . 
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On a v(x,y)^^. Mais d'après (10) et (11) la moyenne de V(x,y) pour 

y parcourant la sphère unité, v̂ aut \ . D'où \ = y ( x ) . 

Rappelons qu'on note 

Reg sup f(x) = lim sup f(x') . 
x -*x 

La proposition suivante est importante pour la suite. 

PROPOSITION 3. - Soit M l'ensemble analytique z = 0 dans 
1 n n  

un domaine G d_e C n contenant l'origine, et V une fonction plurisous-

harmonique dans G, 0= i TT 1 d'dnV. On note e< un vecteur unité de 

C(z^) et pour z ' é. M, on écrit z' + r^e 1^ un point de G. On note 

V( z') la restriction de V(z) à M, p étant relatif au courant 9 ; 

on note V ( z ' , ©< ) , la valeur de V> ( x , y ) défini à la proposition 2 , 

aux points x = z ' é M et y = ©< . Alors on a 

(12) lim inf\)(^,o() = lim inf p (5) ^, z'^M 
^+z' S->z' 

Ainsi en z ' € M, la régularisée inférieure sur M de la restriction de )> 

Â ^ est égale à la régularisée inférieure en z ' de V ( x, o( ) quand x 

parcourt M. 

Démons tr at ion. D'après la proposition 2, on a ï)(x) ̂ tf(x,y), 

ce qui entraîne dans (12) que le membre de gauche soit au moins 

égal à celui de droite. S'il le surpassait on aurait 

(13) lim inf i>(̂ ') - a et V( ̂  , o< ) a+<r« , cr~ > 0 pour ̂ sM, [ĵ -z 'JJ^X. 

Mais on a, en posant M ( ^ + r a 0 = sup Q V ( + r o < e , ^ é M : 
r2TT . 

lim(log r) 1 \ V(^+ r0<e
1")dq? = lim(log r)" M(^+rc<). 

r=o Jo r = ° 

Supposons V^ 0 ce qui est sans inconvénient et appliquons le lemme de 

Hartogs aux fonctions p1urisousharmoniques négatives : 

U r( J) = dog ^-r
1 M( \ + ro< ) . 

Il existe r Q > G tel qu'on ait U r( 5 ) ̂  " (a + Ç > P o u r|fè~ z 'f^ X 

et r ̂  r Q . 

Soit ji un vecteur uni té M , écrivons [i = o<' + To< , o<'eM, 0 <T < 1 . On a 

pour||5- z'||<| , ̂fiM , r <inf(r Q, |) 
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V( "5 re l C f + T*<rel(P) 4 (a+ f ) (log r+log T ) . 

D Toù ^ ( 5 » ^ ) ^ a + y pour tout M, vérifiant^- z ' U< 2" ' e t 

tout p> £ M. Alors dfaprès la proposition 2, on a 

^ ( ^ ) ^ a + y pour tout "5 fi M vérifiant ¡ ¡ "5- z ? || 4 y • 

Finalement on a lim inf \>( ̂  ) ̂  a + ̂  , *2 , z 1 é- M, ce qui contredit 

(13) et établit l'énoncé . 

5 . - Etude d'une fonction plurisousharmonique au voisinage  

d'un sous-ensemble analytique. 

Rappelons le "théorème des fonctions implicites" donné 

dans [4 , b ] . 

THEOREME 4. - Soit V(z,z^) une fonction plurisousharmonique 

dans un cylindre D = [z'fi d C C n 1 • ' z 6 C , z = r e 1^] et 
l n n n —-

# 

M(z',r) = sup^ V(z ' , re 1^) . Alors si l'on définit ^ a fonction inver- 

s e 

(13) £(z',m) = £sup r, r > 0 , M(z', r) <m j 

- log £ ( z ' , m) est une fonction plurisousharmonique de z'& d , dé 

croissante et convexe de m et tend vers -00 quand m -> + <x> . 

Plus précisément si l'on définit pour m = - logj^jj ,]éC 

£ ( z \ 3 ) =[sup r, r > 0, M(z',r) + l o g ^ | < o ] 

- log f j ( z 1 , 5 ) est plurisousharmonique de ( z ' , ̂  ) 6 A., oja A est le  

domaine défini dans C n(z') X C("^) pour z ' £ d , |^) | < e V ^ Z ' ° ̂  . 

Appliquons cet énoncé à un problème préliminaire. 

PROPOSITION 4. - Soit V(z', z ) plurisousharmonique dans le  

cyi indre z ' a d C C n~ 1 , z^g (C j . On pose M(z',r) = s up^ V ( z ' , r e 1(f) . 

Alors la limite 

(14) c(z') = lim (log r)""1 M(z',r) 
r=oo 

existe , finieou infinie pour tout z ' , et il existe c^, ^ £ c

0 ^
 0 0  

tel que l'on ait c ( z ' ) ^ C q pour z ' S d et que sur tout domaine d ̂  C C-d , 
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1' ensemble c(z') < c q soit polaire. 

Remarque „ c q est le sup deŝ  c > 0 , tels q U e l'ensemble 

c(z') <C q soit polaire sur tout d^ccd. 

Démonstration. La limite (14) existe pour tout z f£ d 

M(z',r) étant convexe croissant de log r ; c(z') = 0 si et seulement 
o 

si l'on a V(z , z') == V(z ,0) ^ - oo . 
o n o 

On a c(z') ̂ 0 sauf sur l 1 ensemble polaire dans d où 

V(z\z ) = V(zl,0) = -oo quel que soit z fiC, n n 

Soit djCcd et A(dj) = sup V(z',z^) pour z ' fi d̂  , J z

n | ^ l -

Alors si l'on définit M(z',r) = s up^ V ( z ' , r e l CP) et £(z',m) par (13) 

- log £(z',m) est défini, négatif pour z'€d]9 m > A ( d ] ) , et pluri-

sousharmonique de z'fid^ . On a d'après (14) : 

r ( z . ) = - _» = i i m / - 1 ° 8

< ^
( ' ' , m ) 

le second membre est fonction croissante de m, d'après la convexité 

en m du numérateur; c'est d'après le théorème 4 une fonction pluri-

sousharmonique de z f6 dj. 

Envisageons alors divers cas compte-tenu de ̂ f(z^) ^0 : 

w> 
a/ ]f (zf) = Reg.sup. Y ( z 1 ) s 0 , on a ̂ ( z ' ) = 0 sauf sur 

z' 
un ensemble polaire dans tout d c c d (cf. [4,d et 4,e"])- L'énoncé 

est établi avec c = + co . 
o 

Sinon y* est une fonction plurisousharmonique dans d et 

majorée par un nombre strictement négatif sur tout djCCd. 

b/ Supposons qu'on ait c ( z ' ) ̂  0 pour z '<£ c d j > 

d j £ c d , et 7̂  non polaire dans dj, alors V(z',z^) = V(z',0) est 

indépendant de z^ pour z'fi?̂ , ce qui entraîne 

-log £(z',m) = -oopout z'fiJj C d } dès qu'on a m>A(d ]). On a 

donc r(z',m) = +oo sur tout compact d'<T-̂ d pour m>A(d'), V ne dé

pend pas de z et c(z') = 0 , z'ô d. 

n 

cl Considérons les ensembles e(h) = [z ' fi d ; c(z')^h^j. 

Les h , 0 ̂ h C + oo , tels que e(h) soit non polaire sur au moins un 
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ci ! c c d forment un ensemble non vide et ont une borne inférieure c , 
o 

0 <c < + co . Soit e(h) pour h >c : e(h) est non polaire sur un 
^ o o 

d j ¿1 c d . Alors, relativement à ce domaine c C d construisons : 

W(z\r) = M(z\r) - A(dj) - h log | z n | 

puis 

C W'(z',r) = sup [w(z',r), l] pour z f

Ê d 1 , \ z

n\>^ 

\^W'(z',r) = 1 pour Z ' f i d j , \ z

n \ < > ] 

W*( z ' , r ) est pluri s ou s ha r mon i que dans le cylindre z' £ d̂  , z^ê C. Si 

on pose 

c (z') = lim (log r ) " 1 W (z',r) 
1 r= co 

on a 

C j ( z ' ) = sup [ c(z') - h, 0]. 

On a C j(z f) = 0 , pour z f & e(h)^d , non 'polaire dans dj, donc 

Cj(z') = 0, z'e d d'après b/. 

On a donc Cj(z f)-<h pour tout h > c , donc c ( z 1 ) ̂  c . 

D'autre part les ensembles c (z ' ) < h sont polaires sur tout d.o£d,pour h < c , 
I o 

donc il en est encore ainsi de l'ensemble c(z') < c , la réunion dénom-
o 

brable de tels ensembles étant encore polaire sur tout d^c^d 

(cf. [4,d et 4,e]) . La proposition 4 est ainsi établie, 

THEOREME 5. - Soit V(z',z ) p1ur i sousharmonique dans 

[z'fid, 0 <|zj < a] et 
(15) c(z f) = lim (log l/r)~ ! M(z f,r), où M(z f,r) = sup V(z ,,re 1T) 

r = o cp 

Alors il existe une constante c , -oo/c < + co telle qu'on ait o ' o ̂  

c ( z ' ) ̂  c et que l'ensemble c(z') z ' <s. d , soit polaire dans tout 

d omaine d^ccd. 

Démons tr ation. Pour z' = z^ fixé, le graphe y = M(z^,r) = Cp(u) 

où u = ~log r, est une courbe convexe définie pour ~log a <u <+oO, 

mais non décroissante en général. On pose z^ = z

n^ * V\ (
z? » z

n )
= v ( z ? *z1^ 
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est plur isousharmonique pour z'ed , ^z^^a 1 . On pose 

A = sup V (z',z') sur le compact défini par z'fid. cd, |z'| = 2a"! , 
i n 1 1 n I 

puis 

f v 2(z\z^) = A + I si z'édj, |zM42a""] 

\ v 2 ( z \ z ^ ) = sup[(A+!) , V^z'.z^)] si \z^2a~] . 

Alors est plur isousharmonique dans £z f £ dj , z^ 6 C "j et la propo

sition 4 s'applique ; on a c.(z') = supfc,(z), 0 1 = c 1, 0 <c f s + <x> , 
I L 1 J o ^ o ̂  

l'ensemble Cj(z') <c^ étant polaire sur tout d 'd C d , On a 

alors deux cas possibles : 

a/ c' > 0 . Le théorème 5 est établi avec c = cf >0 ; c = inf h, o ' o o o 

tels que c(z')^h soit non polaire dans un domaine d ̂  CL C d . 

b/ c^ = 0 . Alors V 2(z
f,z^) = V2'(z

f,0) est majoré sur 

tout compact au voisinage de z^ = 0 et se prolonge comme fonction plu-

risousharmonique à travers z^ = 0 . On a c(z')^0. On a c(z') = -ao 

si et seulement si on a V(z',z^) = -copour,tout z^ , Jz^J<a , et 

cela n'arrive que pour z' appartenant à un ensemble polaire dans d. 

Définissons alors c^ = inf h, h ̂ 0 , tels que c(z') ̂ h soit non 

polaire dans un domaine d^CCd. Soit Y*> 0 et 

V 3 < z ' , z n ) = V(z',zn) + C Q log |z n| - ^ l o g \zn\. 

Alors (z1) calculé selon (15) , mais à partir de a pour valeur 

(16) c2(z') = sup[c(z') - c q +<r-, 0^ 

On a or = inf, des h tels que c 2(z
f) <h soit non polaire dans un 

domaine d^Cdd ; on a donc d'après a/, c2(z') = a—, a- > 0, l'ensemble 

c 2 ( z ' ) <cr* é t an t polaire dans tout domaine d
1 ccà ; d'après (16) la 

même propriété vaut pour c(z') et c , ce qui établit l'énoncé. 

Le théorème 5 s'applique aisément à l'étude du prolongement 

d'une fonction plurisousharmonique ou d'un courant positif fermé 

(1,1) à travers un sous-ensemble analytique complexe et l'on retrou

verait ainsi des énoncés de \5~] ou \f\ un peu précisés. Par exemple 

PROPOSITION 5. - Si V est plurisousharmonique au voisinage 
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d'un sous-ensemble N analytique irréductible de codimension 1 dont 

o 
M est 1 ensemble des points ordinaires et s'il existe une direction 

o 
de droite complexe e(non tangente â N , telle que le quotient 

i i - î ° M ( z ' + r ) log r —^0 pour les z'&N d'un ensemble non localement 
o 

polaire sur N 9 a lors V demeure borné au voisinage de N et se pro 

longe à travers N. 

La conséquence suivante du théorème 5 permet l'étude de 

PROPOSITION 6. - Soit t un courant positif fermé (1,1) dans  

le domaine D : |z '|j ^ a' , jẑ J < a^J t d_e C
n . Soit N 1 ' ensemble z^ = 0 

d ans D . Il existe c , 0 ̂  c { + oo tel que l'on ait \> ( x ) y/ c sur N et que  

l'ensemble défini par ̂ (x) >c soit localement polaire sur N. 

En effet d'après la proposition 3 appliquée à z' parcourant 

N et à o( vecteur unité de l'axe des z^, la régularisée inférieure 

de i>(z') , z ' é N, et celle de ̂ (z','^) sur N sont égales. 

Soit V une solution de l'équation i 77 ' d'd"V = t dans D. Alors 

on a 

-*>(z ' ,o<) = lim (log 1/r)^1 [ V(z' ,rQ<e
1<?)de=Iim(log ~)~]M(z\r) 

r = o Jo r=o r 

où l'on a posé M(z',r) = sup^ V(z1 , To( eLCP) , 

Alors (15) donne 

- v>(z' , o<) - c(z') . 

Le théorème 5 et la proposition 3 montrent pour z ' é N 

( 1 7 ) Reg sup[-ï>(zf)] = Reg sup f-Y> ( z ' , o ( ) l = Reg sup c(z') = cq. 
z ' z ' *~ -* z ' 

Aussi lorsqu'on parcourt N , la fonction ~D(x) est une limite 

(croissante) de fonction p1uris ousharmonique négative, et sa régu

larisée supérieure est une constante ne dépendant que de t et de N. 

La proposition 6 en résulte, l'ensemble où cette limite diffère de 

sa régularisée constante étant polaire sur N (cf. £4,e^ ) . 
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D 1 autre part on a : 

PROPOSITION 7. - Le nombre X> (x) d'un courant positif fermé t de 

type (1,1) est invariant par les homéomorphismes analytiques  

c omp1 exe s. 

a/ Soit V(y) une fonction p1uris ousharmonique au voisinage de 

l'origine et solution de i TT ̂  d 1 d"V = t. Soit d'abord y' = A(y) ou 

, est un homéomorphisme linéaire. Utilisons les nombres 
k . kJ i v 

3 
D(x,y) définis par (11) et la proposition 2 : 

tf(0,y') = lim(log ±)~]J~j2TTV £r A(y)e l 9]d0 . 

L'application y' = A(y) est bijective* de C n - |o}dans C n -{oJ> .On a 

sup^, *>(0,y') = supy 9(0, y ) ; ains i v(0) est invariant par A, et égal 

à leur valeur commune, 

b/ SiCpest un homéomorphisme analytique'au voisinage de l'origine 

on décompose Cp= A ° J* > °^ ^ e s t : ^ a transformation tangente et ^ 

a l'identité comme transformation tangente ; A est bijective et con

serve donc v>(0) d'après a/. 

Reste à montrer qu'il en est de même d e ^ , O i s ' é c r i t 

(18) = y k + Cpk(y,,..., y n) , 1 s<k^< n 

où (jpk est d'ordre 2 au moins et vér i f i e |(pk (y )J ̂  Cj |y^ , pour j|yj|<R • 

Soite»-' l'image de la me sure çr par y' = ̂  (y) . 

(19) <3-*(0,r) = J iïï"1 d'dMVf> . 

Soit |ir = (p^1 j^B(0,r)J , D'après (18), on a en posant 

v - ||y'|| J y l f 1 t ( v - l | ^ C j ||y'j| pour ||y'|| <R , et p r vérifie 

B [0,r(l - g

r>]^p r <=- B[o,r(l + 6 r)] , où g r —>- 0 avec r. 

Dans (19), d'd"V est invariant par la transformation y' = ' 

On a B ,(y') = 3 , (y) + ï " (y ) où les coefficients de la forme f 
In—1 In-1 o 

"à v 
sont majorés par C , pour || y '[[ < r < R , Les mesures - qui 

" Ô yp' Ô yq 
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figurent au second membre de (19), quand on explicite yf ~ 9 sont 

majorés en norme par ^ 3 A V ̂  C ̂  <r , la forme hermitienne d^ d — V étant 

semi-définie positive. Il en résulte pour r^R : 

(20) o - [o , r(l - 6r)](l " C 4 r ) ^ (0,r )^ < r [o,r(l + e r ) ] (l+C^r) 

les C ̂  étant des constantes indépendantes de r : les quotients 

de (j-(0,r) et d e ' ( 0 , r ) par ^ 2 n 2 r ̂  R ^ tendent donc vers la même limi

te quand r —>• 0 . 

' \ . . . 
THEOREME 6. - Soit N un ensemble analytique irréductible dans un 

o 

d ornai ne G pseudo-convexe et N, la variété analytique connexe des 

points réguliers de N. Alors si t est un courant de type ( k , k) dans 

G , positif, fermé, dans G, il existe c^O tel que sur N on ait x> ( x ) ̂  c , 
o 

et que 1 ' ensemble }P(x)>c soit localement polaire sur N . La régula-

risée inférieure de la restriction de l)(x) à_ N est constante sur N. 

On substitue à t le courant tf positif fermé, de type ( 1 , 1 ) donne 

dans G par le théorème 2 , t ! ayant en tout point x de G le même nom

bre l>(x) que t. On est donc ramené au cas d'un courant ( 1 , 1 ) . 
o 

Soit 6 N ,et codimension n=l .Un homéomorphisme an a 1 y t i q ue complexe C|> amè

ne un voisinage U de x ̂  sur un voisinage W de l'origine, etCp(UflN) 

sur W f\ [z = Ô j . La propriété de ̂ (x) sur N résulte alors de la 

proposition 6 et de la proposition 7 : la régularisée inférieure de 
o 

\)(x) sur N est localement constante, donc égale à une constante. 

De plus en un point x non régulier on a V>(x) ̂ c, car o(x) est par 

construction une fonction semi-continue supérieurement, tf (x,r) et 

cr"(x,r) ayant cette propriété : la restriction de p(x) à N est donc 

semi-continue supérieurement. 

Soit maintenant N de codimension > 1 e t t = i TT ^'d'^, où V 

est plurisousharmonique dans G. La propriété à établir étant locale, 

on se ramène par un homéomorphisme analytique complexe au cas où N 
est un sous-espace N défini par z ,, = ... = z = 0 dans le domaine r p +1 n 
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D = l\Zk\ < a » 1 4 k 4P » y L | z j | < R J • D'après le théorème 2, 

il existe V plurisousharmonique dans D de manière que l'on ait, 

si r<d^x,bD) : 

(21) V(x) = lim (log r ) " 1 X(V,x,r) , xfiD. 
r = o 

Remplaçons V par sa moyenne dans C n P + 1 , en posant z. = . , 
n, J J 

p+i N < j ^ , ̂ ^ ( ï , Yl = 1 e t s o i t 

p+ i 1 J 1 

V U , , . . . ^ , ^ = ^ n . 2 p J
r v ( z 1 , . . . , z p , ^ p + 1 , . . . , 5 & < n ) d ^ n - z p ^ 

Vf est plurisousharmonique de z ! = (Zj,...,z ) et de ^ , dans 

D t = [ i Zk| < a > 1 ^ k ^ P » | ^ | < R ] " D ' a u t r e P a r t Pour 

x = (z f, z

p + î = 0 ... z^ = 0)fiN, on a 

(22) X(V, x, r) = A1 (Vf , z' , r) 

où X 1 désigne la moyenne sur la sphère de centre (z',0) dans 

C P + 1 ( Z j , . . . ,z , ̂  ) = C P + 1 ( z ' , ^ ) . De (21) et (22) résulte que les 

deux courants i TT 1 d f d M V dans D et i TT * d 1 d " V f dans D f ont même nom

bre \> en un point z ' a N. Dans D', N est de codimension 1 et on con

clut en appliquant a/ au courant construit à partir de V'. 

^ ' " Passage de l'ensemble localement polaire à l'ensemble  

analytique. 

Rappelons un théorème du à H.Skoda (cf. C6 , p. 406}) et 

établi à partir du théorème de Hormander-Bombieri (cf. C83 et [2 , 

p. 9632. Le résultat de H.Skoda s'énonce dans le cas (1,1) : 

PROPOSITION 8 (H.Skoda). Soit t un courant positif fermé 

(1,1) dans G C C n pseudo-convexe : s_i ip(x) est le nombre de Lelong 

dje t et E c , 1 ' ensemble [x é G ; i>(x) ̂  c ] , il existe un ensemble analy 

tique X d ans G tel qu'on ait 

(23) E c c X <Z E c / n . 

Pour appliquer ce résultat montrons d'abord 
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PROPOSITION 9-, - Soit M un ensemble analytique irréductible 

dans G pseudo-convexe et t un courant positif (1,1) d'ans G . Alors si 

[Ml est le courant d'intégration sur M, et c w la constante définie au 
• M 

théorème 6, le courant 

t' = t - C m [M] 

est un courant positif fermé (1,1) dans G. 

Démonstration. 1°/ Soit d'abord codimension M = 1, x & M et o 

U(x Q) un voisinage de x q ; on a t = i TT ~ 1 d'd'W , [m ] = i T7 ~ 1 d ' d M V 2 , 

Vj et étant deux fonctions plurisousharmoniques dans U(x q). On peut 

remplacer, si besoin est, par un point ordinaire x̂  ôU(x ). Par un 

homéomorphisme analytique complexe, on se ramène au cas x = 0, M étant 

défini par = 0 au voisinage de 0. Alors V J - V ̂  est plurisoushar

monique dans un domaine /1= z ' , z^) ,|jz'J| <b, 0<|z^J<aJ, et l'on ap

plique le théorème5 en remarquant qu'on a c(z') ̂ 0 pour |j z 'Jj <b , donc 

pour z' appartenant à un ensemble ouvert et non polaire. Alors 

W T = Vj - est borné au voisinage de z^ = 0 et se prolonge à travers 

z^ = 0. Revenant à la figure primitive, on voit que W = V, - se 

prolonge comme fonction plurisousharmonique à travers M, ce qui éta

blit la propriété de t' = iTT~1d'df!W. 

2 ° / Si cod. M > 1 , on opère au voisinage d'un point ordinaire 
o 

Xj é M comme à la démonstration du théorème 6, et l'on se ramène au cas 

de la codimension 1. 

On va maintenant établir qu'on peut remplacer les ensembles 

polaires par des sous-ensembles analytiques, ou des réunions dénombra-

bles de sous-ensembles analytiques. 

PROPOSITION 10. - Soit dans un domaine pseudo-convexe G c C n un  

ensemble analytique irréductible M de d imens ion q , 0 ̂  q ̂  n, ejt t un  

courant positif fermé (1,1) défini dans G . Alors 1 1 ensemble  

E

c

 = [X^G y ̂  (x ) c ^ > 2}L ̂  est relatif à t , contient M ou bien E ̂  O M 

est contenu dans un sous-ensemble analytique de M q . 
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L'énoncé est évident pour q = 0 ; on procède par récurrence 

de q - 1 à q. Soit q >y 1 : si la constante tf(M) relative à t et à M 

vérifie V(M) >, c , on a M c E et l'énoncé est établi. Sinon on con-
c 

sidère le courant d'intégration [m] sur M et on forme : 

t ' = t - i)(M) . [M] . 

Relativement à t' et à M, on a *>' (M) = 0 et si l'on pose Y~ c ~^(M) e t 

Ey- 88 [x eG ; >0' (x) ̂  -y*] o n a ( E ^pM) = (E cnM) . Alors t' étant un 

courant positif fermé, d'après la proposition 9, l'énoncé de H.Skoda, 

rappelé à la proposition 8, donne l'existence d'un ensemble analytique 

X c G qui véri f ie : 

(24) E' C X C E '• 7 

c T est-à-dire 

(E H M) = (E ' M) C (X flM) c (E1 i (\ M) • c -y*/ n 
o 

Mais d'après le théorème 6, E' , est localement polaire sur M . On 
o / n 
o 

n'a pas M c X , car M £ X entraîne M c M c X c E ^ contrairement au fait que 
o 

Ey/ n

 e s t localement polaire sur M . Donc MflX est un sous-ensemble 

analytique M' de M, et on a 

(E c p M) = (E' O M) c M' 

avec dim M' ;̂ q-1 , ce qui établit l'énoncé. 

7 . - Démonstration de 1 1 analy t ici té des ensembles \>(x) y/ C 

(théorème de Y.T.Siu). 

On va établir 

THEOREME (Siu) . - Soit un courant positif fermé t de type 

(p,p) au voisinage de l'origine dans C n. Alors si i)(x) est le nombre  

de Lelong relatif à t, 1 ' ensemb le E^ défini par \>(x) > c , c > 0 

est un ensemble analytique. 

Démons tration. a/ Dans une boule de centre 0, soit B(0,R) , 

an remplace tp par t positif fermé de type (1,1), qui a même nombre de 

Lelong \)(x) que t en tout point x«sB(0,R) (théorème 2). 
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b/ L'ensemble E est contenu dans un sous-ensemble analytique, 
c 

il suffit donc d'établir pour tout entier q, 0 ̂ q ^n-1 et pour tout 

germe d'ensemble analytique de dimension q à l'origine que M^O E

c est 

un germe d'ensemble analytique. La démonstration sera faite par récur

rence sur l'entier q ̂ 0 , Pour q = 0, il s'agit de 0 lui-même et l'énon

cé est évident. Pour q >, 1 , M ̂  est irréductible dans une boule B ( 0 , R ̂  ) 

et ou bien on a M c E , ou bien M r\ E est contenu dans un sous-ensem-
q c q c 

ble analytique C . Soit j , j = 1... s , l'ensemble (éven

tuellement vide) des germes de ^ en 0. D'après la proposition pour 
q-1, E n = , est un ensemble analytique. On a donc soit c 1 1 q-1 q-î J ^ 
E 0 M = U A J . , soit E OM = M dans une boule B(0,R , ) , R ,<R c q j q-1 c q q q-1 q - 1 s q 

de rayon non nul, ce qui établit l'énoncé. 
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