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- SPECTRE DU LAPLACIEN

par

Y. COLIN de VERDIERE

Nous exposons ici les résultats de travaux récents qui ont été faits
sur les relations entre le spectre du laplacien sur une variété riemannienne
compacte et le flot géodésique de cette variété, Ici, les variétés ont de la
courbure, mais n'ont pas de bord, contrairement au cas étudié par R. Balian et
C. Bloch ([11]) ot on considérait des ouverts bornés de RS . Reprenant ces tra-
vaux et utilisant 1l'équation de la chaleur, j'ai démontré certains résultats dans
[14] ; ensuite, indépendamment, J. Chazarain [12] et H. Duistermaat et V. Guillemin
ont domné une formulation plus maniable dans le prolongement de l'article de
Hormander sur la fonction spectrale d'un opérateur elliptique [13] . Ils utili-
sent 1'équation des ondes sur la variété dont la théorie des opérateurs intégraux
de Fourier de HSrmander [ 6] et HSrmander-Duistermaat [4 ] permet de construire une
paramétrix de maniére trés géométrique. Nous exposons ces derniers résultats dans

une premiére partie,.

Dans une deuxiéme partie, nous exposons comment on peut utiliser les
relations de quantification de Maslov [ 15 ] pour construire des familles asymptoti-
ques de valeurs propres et de quasi-fonctions propres, que nous appelons "quasi-
modes" suivant la terminologie d'Armold [ 1] . Nous nous inspirons largement de
travaux de Lazutkin qui étudie le cas d'un ouvert dm strictement convexe de

R° [7] . Pour des démonstrations et des détails, nous renvoyons a [10] .
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I. LA FONCTION SPECTRALE D'UNE VARIETE RIEMANNIENNE.

Soit A 1le laplacien sur une variété riemannienne M compacte que

1'on peut définir par exemple en utilisant des coordonnées normales en m

par :
d 3%
Af(m) =- & N (0) (d = dimension de M) .
i=1 Bxi

Cet opérateur admettant une résolvante compacte et étant auto-adjoint = O
a une suite de valeurs propres xn:zo croissante et tendant vers + ® , chaque
valeur propre étant répétée un nombre de fois égal a sa multiplicité. On note

0
¢, une base orthonormée de fonctions propres (C ) associées a Xn et b= Jln

0 = uo<u1guzs.-- -(:-I.Lns R Bk

ow
La "fonction spectrale” de M est z(u) = I 6(u-un) (6 = distribution de
n=o
Dirac), on s'intéresse aussi & sa primitive 2Z(p) = # ﬁbn}iﬂ } et & sa transformée
=]
de Fourier o(t) = T exp(—itun) . On étudie certaines régularisées de z :
n=o
~ @ -~
si p€S(R) est telle que peC, (R) et p(0) = 1 ; on pose :
® PO R
() = = ol = 50 [&¥ f(t)o(t)at .
n=0 %

Larégularisée zp tend vers z dansp'(R) quand p tend vers 1
c'est-a-dire a un support de plus en plus grand. Le comportement asymptotique
de zp quand p-—* est commandé par les singularités de ¢ qui sont dans le
support de 5 . Pour faire une étude fine de =z 1l faut donc étudier les singula-
rités de ¢ sur toute la droite réelle, On démontre qu'il y a une grosse singu-
larité a l'origine qui est isolée et qui donne un développement asymptotique de

type polyndmial pour z, si 5 & un support assez petit au voisinage de O .
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A, La singularité en O .

Si supp(p) assez petit on a :
(-]
z W~ ¢ quand -
0 k
k=0
avec c_ = (2n)—ddbdvol(M)0ﬁ by est le volume de la boule unité euclidiemne
dans Rd Pcy est a un facteur numérique prés une intégrale sur M de la cour-
bure scalaire et donc quand d = 2 a un facteur pres égal a la caractéristique

d'Euler Poincaré de M . H8rmander a déduit de cette formule le comportement

asymptotique de Z(w) :

2(u) = (21)™ by vor () 40 (u¥7T)

Le reste en O est du reste le meilleur possible dans le cas général,
a cause du spectre des sphéres, par exemple pour 82 les valeurs propres sont
k(k+1) (xz0 , X€N) avec pour avec pour multiplicité 2k +1 .
On en déduit le comportement suivant qui précise le résultat de H. Weyl :
/d

1
b, = 2m (bdﬁ;)) +0(1) .

B. Les autres singularités.

Soit T*(M) le fibré cotangent de M , on désigne par (x,£) wun point
* *
de T (M) (x6l4,§€ETx (M)) et, par q(x,§) la norme de & (Tx(M) est muni
d'une structure euclidienne, car M est riemanniemne) et Hq le gradient symplec-

tique (ou hamiltonien) de q :

o

_ 99 3 _ dq 9
H (x,8) = f__1 S5 5% 3%, 3e7)

1 1 1

ce champ étant homogéne de degré O en E . Le flot géodésique de M est le
flot de Hq et les géodésiques paramétrées par l'arc sont les projections

sur M des courbes intégrales de Hq , v(t) = n(¢t(xo,§0)) est la géodésique
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*
partant de x = dans la direction § (duale de §o). On appelle géodésique
fermée de longueur T toute trajectoire de Hq fermée, telle que @T(x,g) = (x,8) .

Soit £ = {i Lf telle que il existe une géodésique fermée de longueur L} , on a:
THEOREME.- Sing(o)c {0}UL .

L'ensemble § peut &tre compliqué : en général on peut seulement dire
que c'est un fermé de mesure nulle de R , cependant génériquement c'est un ensemble
discret et on peut préciser la partie principale de la singularité dans le cas ol
la différentielle dPY(o) de l'application de Poincaré PY de latrajectoire
fermée Yy de longueur TC:T:(M) (£ibré unitaire) n'a pas de valeur propre égale
4 1, ce qui implique que Yy est une trajectoire périodique isolée. Notant
jY 1'indice de Morsede vy comme géodésique fermée (i.e. comme point critique
de l'énergie sur des lacets fermés sans points bases) et par NY l'ordre d'ité-

ration de vy (T = NY ;T = période de vy), on a :

T (Gy-1) iw T
1y iy Y a
z (u)~s (n)+ N — € 6(T,)
P © Iyé supp(p) am N, [det(1—dPY(oD|Lé v
+ 0(9—1) ’

ol so(p) est la singularité en O . On voit que quand on raffine 1'analyse
(supp p grand) il apparait des termes oscillants dont les fréquences sont les
longueurs des géodésiques fermées, l'oscillation principale étant reliée a la
plus petite géodésique fermée. On peut ainsi démontrer que, si deux variétés ont
méme spectre du laplacien, elles ont en général méme longueurs des géodésiques

fermées.

C. Remarques sur le calcul des singularités.

Pour faire une analyse fine des singularités d'une distribution, on

introduit avec HSrmander la notion de "wave front set® ou "spectre singulier"
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d'une distribution qui raffine la notion de support singulier que nous rappelons :

£i u€ep(X), on dit que xoﬁsupp sing(u) si A vE C: (X) telle que

v(x )#0 et vaec (x) .

Par transformation de Fourier cela est équivalent a vu(tf) = O(t-N)

pour tout N et uniformément pour & tel que |I§ll=1 . (va(g) = fe_l< x’§>vu(x)dx

étant la transformée de Fourier de vu ) . Localisant en £ on dira que
(xo,go)QWF(u) s'il existe U voisinage de (xo,go) dans T*(X) et vE€ C:(X)

£, 0
telle que v(xo) #0 et vu(tg) = O(t_N) pour tout N et uniformément pour
£€U ., En fait, cette notion passe aux variétés en interprétant (x,§) comme un
élément de T*(X) et WF(u) comme un fermé conique de T*(X) dont la projection
sur X est évidemment égale & supp sing(u) .

On a les résultats suivants

1) Composition :
[+ <]
Soit KAG.B'(XXY) la noyau de A': CO(Y) -+ 5'(X) et supposons que

WF(KA)C (T*(X)\O) X (T*(Y)\O) alors Ax prolonge en un opérateur de &'(Y)

dans p'(X) et si on pose WF'(X,) = {(x,§,y,-N)tq (x,§,y,M) €WF(X,)} , on a :

wF(Au) C wF! (KA)O wF(u) ,
cl'est-a~-dire :

VF(au) < {(x,8)] Z(y,M) €WF(uw) tel que (x,&,y,M)€wF'(x,)} .

2) Restriction A une sous-variété.

Soit YCX une sous-variété et NY = {(y,8) € T*(X) | yey, §[Ty(y) =01

le £fibré normal & Y si u€p'(X) et wF(u) ONY = ¢ , on peut définir naturelle-

ment urY et on a ¢

WF(u[y)C{(Y.ﬂ)ET*(Y) |2 (v,8) €wF(u) tel que E[, ,=71.
y
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3) Intégration le long des fibres.

Soient X et Y deux variétés et ucB'(XXY) & support compact en Y

alors v(x) = j u(x,y)dy est bien définie et :
y

wF(v) = {(x,8) | 4(x,E,y,0) €WF(u)} .

[l
o

+ vﬁ_u =0 et u(0,x) = £(x) ou

. . , . 1
Soit maintenant 1'équation I

o/
of

£€5'(M) , on a formellement u(t,0) = exp(-it JA) £ que 1'on peut écrire & 1'aide

d'un novau distribution :
u(t,x) = JPMe(t,x,Y)f(Y)dy .

On peut aussi exprimer e a l'aide des B et ®p et on a :

e(t,x,y) =T exp(-itp Jo (x) ® 9_ (v) »

et donc

i

o(t)

fMe(t,x,x)dx .

On peut démontrer, grace & la théorie des opérateurs intégraux de

Fourier que WF(e) = {(t,7,x,E,v,-M)] 7+q(x,§) = 0, (x,§) =9, (yvsM1},

d'ou on déduit le résultat ("propagation" des singularités) que :

WF (exp(-ity/8)£) = o (WF(v)) ,

(les singularités se propagent comme le flot géodésique); et en appliquant les

régles 2) et 3) aux opérations :
e(t,x,y) ES(RXMXxM) ~e(t,x,x) EH RxM) ~c(t)eH[R) ,

on en déduit le théoréme sur les singularités de o(t) . Le calcul précis du
terme principal de la singularité utilise la description de e(t,x,y) comme

distribution intégrale de Fourier et un calcul symbolique assez délicat.
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D. Variétés & géodésiques toutes fermées.

Dans le cas étudié plus haut, les points de période T du flot géodé-
sique forment des sous variétés de dimension 1 . Il arrive (cas par exemple des
tores plats et des sphéres) qu'ils forment des paquets de dimension dj non
dégénérés en un certain sens. Le comportement asymptotique de zp(u) en ces
points-1a fait apparaitre des termes en u(dj_1)/2 , en particulier si dj = 2d-1
toutes les géodésiques sont périodiques de longueur T et la singularité correspon-
dante est du méme ordre que celle de l'origine, cela correspond en fait & une ac-
cunulation des W, oau voisinage des points d'une progression arithmétique
(Vk(x+1) = k-+%443(%) dans le cas de S2) , plus précisément si o« est le
nombre de points conjugués le long de ces géodésiques (avec leur multiplicité)

et si on pose Vv, = %? (k-+%) alors pour tout €>0 ,

. c
4 C>0 tel que #{unsu Hk’“Ln_vk]Sk}/J% -€ pour u assez

21
Fu <ul

grand. Ce théoréme admet du reste une réciproque : si on a une telle accumulation

de valeurs propres au voisinage d'une progression arithmétique a(k+b) toutes

les géodésiques sont de période %g .
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II. QUASI-MODES DES VARIETES RIEMANNIENNES.

A

On s'intéresse maintenant & la construction de familles de valeurs
propres ayant un développement asymptotique. Pour cela, utilisant une terminolo-
gie que l'on trouve dans [ 1], nous définissons un quasi-mode sur une variété

riemannienne compacte par :

DEFINITION.- o = (u est un quasi-mode (q.m. en abrégé) si les u

r,Tr)rEIN

m .
forment une suite de fonctions C sur M, les 'Tr une suite croissante de

de réels 20 tels que :

i) ”‘urHL2 =1

. N
i1) (-7 ur@ick=o(rr}) (f x et W)

(ce sont des fonctions propres asymptotiquement),
iii) Conditions d'orthogonalité asymptotique :
Mur’ur"}'Lz:O(*v) (r*>r) .

La difficulté sera de construire des qg.m. dans des situations assez

générales, donnons un exemple :
2 /2 ' .
M = RS/Z°, on prend u = exp(2mir (ax + by)) ,

(a,b€EZ fixés) et T = 41 p? a2+b2) .

Soit ¢ = (ur,‘rr) un q.m. alors il existe une suite de valeurs propres

-
2 > ! =
)\nr (r ro) et n .>n  telles que )\nr T+0 ('rr ).

Donc les quasi-modes permettent de construire une suite asymptotique

de valeurs propres, par contre Arnold a expliqué pourquoi, en général, les

quasi-modes risquent de ne pas donner une approximation asymptotique des fonctions
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propres (ou"modes"), cela est dfi dans son cas, a des multiplicités des valeurs
propres causées par l'existence d'isométries de la variété, la multiplicité
générique du quasi-mode étant liée & la géométrie, alors que celle des valeurs
propres, est liée aux dimensions des représentations irréductibles du groupe
d'isométries (resp.3 et 2 dans le cas de la symétrie équilatérale envisagée par

Arnold).

A. Microsupport des quasi-modes.

On définit d'abord le support d'un q.m. :

DEFINITION.- x% supp(c) si et seulement si il existe un voisinage de x ou

les u, sont uniformément a décroisance rapide en Tr .

A

On cherche & microclocaliser cette notion (i.e. définir un support en

termes de codirections), on peut, par exemple, poser :

DEFINITION.~ On appelle microsupport de o et on note Ms(o) le fermé de

* ..
T1(M) défini par :

Ms(o) = EUV?‘hlarur))r\T:(M) .

ol la réunion porte sur les suites a, qui sont & croissance au plus polyndmiale
par rapport aux T_ , de facon que Ta u_  converge dans B (M) .

On a les propriétés suivantes :

- *
PROPRIETE.- MS(c) est un fermé de T1(M) non vide, invariant par le flot géo-

désique de M , et dont la projection sur M est égale au support de o .

L'invariance par le flot géodisique est une conséquence du théoréme

de propagation des singularités qui nous dit que :

WF(Z a, exp(-ity/T Ju ) = o (W(Zau))

pour tER .
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PROPOSITION, Si o = (ur,Tr) et o' = (ur,,'rr') sont deux g.m. tels que

Ms(oc)NMs(c') = ¢ , leur réunion est encore un g.m. (ils sont asymptotiquement

orthogonaux).

De plus on a une inégalité a rapprocher de la formule de Weyl qui

majore le nombre de valeurs propres que peut approcher un q.m.

~-d d
PROPRIETE.- On a #{T { TS A} < ﬁd)—— . mes(MS(c))A /2 .

On a aussi une notion importante qui est celle d'indice d'un q.m.

[oo]

DEFINITION.- ind(0) = inf{k>0| lu || , = 0(7{1:/2) ]

C'est une conséquence facile des théoremes de Sobolev que l'on a :

d . ., . . .
Osl:sa-, mais il est intéressant de savolr si, dans certains cas, k est beaucoup

plus petit que g .

B. Construction des quasi-modes.

La premiére idée est de chercher les u, sous la forme :

ik, o (x)

ur(x) = e (ao(x)-bk;1a1(x)-b...) .

Une condition qui vient tout de suite si on fait kr"'°° est que
Hd¢>L = 1 (équation eiconale). C'est-a-dire que si on considére
A= {(x,dp(x)) | x€EM}, c'est une sous-variété lagrangienne de T*(M) contenu
dans T:(M) , cela implique immédiatement que A est invariante par le flot
géodésique, mais une telle variété n'est localement le graphe d'une différentielle
que dans la mesure ou la projection i :A—M est de rang d , cela peut ne pas
rester vrai et on appelle caustique 1l'ensemble des points de A ol T est de
rang<d .

Au voisinage des caustiques, on cherche i représenter u, sous forme
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d'une superposition d'exponentielle :

x_ N/
o (X 72 ; -1 \
ur(x) = (m) fAexp(lkrcp(x,cx)) (ao(x,a)+kr aq(x,a)-;-...,da
N ©
ou ACTR et ao,...,ai(x,d)éco (Mx4) ,

et o(x,2) est une fonction phase non dégénérée représentant A :
As={(xq,9)|d9=0}.

On se donne maintenant une variété lagrangienne compacte A de T*(M)
telle que AC T:(H) et on cherche & construire ur par recollement des défini-
tions locales précédentes., Il est facile de voir (méthode de phase stationnaire)
qu'en dehors de 1'ensemble caustique on a un équivalent ur(x)~A(x)eikr§(x)
ot ¥(x) est telle que (x,ds (x))=(x,E)€A . La différentielle de & est donc
déterminée en dehors de 1l'ensemble caustique, de plus le passage de la caustique
impose a & des déphasages du type kITQ_ (k €Z ) , une premiére condition de re-
collement est donc obtenue en écrivant que le long de n'importe quel lacet la

variation de & doit &tre un multiple de 27 , formulée en terme de classe de

cohomologie et introduisant la classe de Maslov Mg H1 (A;Z) , on obtient

oy

'2'”2 ,r §dx—% M()\) €Z , pour tout lacet ; ol encore :
A

k

T 1 .

Ce sont les conditions de gquantification de Maslov.

La détermination de ao(x ,@) peut alors se faire et plus généralement
celle des a; ; pour a  on montre qu'il suffit de savoir construire sur A une
(-
densité C non nulle invariante par le flot géodésique, les a, peuvent alors

(=]
s'obtenir en résolvant des équations de transport du type, £ étant C sur A ,
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trouver gC telle que dg(Hq) =f.

On obtient finalement le résultat suivant :

*
THECREME.- Soit A une sous-variété lagrangienne compacte de T (M) contenue

*
dans T1 (M) telle que :

k
i) @ k —+= tels que distance (Errz [E dx] -% M, H1(A;z)) = o(-lg—) ,
r

]
ii) Il existe une densité C non nulle p sur A invariante par le

[vo]
flot géodésique telle que 1'équation dg(Hq) = f ait une solution gC pour

«©
toute fonction £C sur A d'intégrale nulle par rapport & P

Alors il existe un g.m. O = (ur,Tr) de microsupport A et tel que T = ki+0(1) .

Remarque :

1) La condition i) est vérifiée génériquement si dim(H'(A;R)) = 2
(i1l suffit d'aprés un théoréme d'approximation disphantienne que -2111- (€ ax]

soit de pente irrationnelle dans une base de classes entiéres).
2) La condition ii) est vérifiée si A = Rn/zn et H =uw (champ
constant) tel que |<k,w> | ZCIk [-a' (v k€Z"  avec c,a>0) .

Or, les variétés lagrangiennes qui permettent de construire le théoréme

de Kolmogorov-Arnold et Moser vérifient justement cette seconde condition.

C. Applications.

1. Cas de variétés & flot géodésique complétement intégrable.

Nous considérons dans C uniquement le cas des surfaces (d = 2) a
ceux de la condition i) du théoréme précédent ( A étant une variété compacte
de dimension 2 ayant un champ de vecteur sans zéros (Hq) on a toujours

dim(H1 (A3R)) = 2) . Le cas le plus simple est celui qu'on appelle complétement

*
intégrable : il existe une fonction I:T (M)=R appelée intégrale premiére

vérifiant :
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I est homogéne de degré 1 etona {I,q}=0 et (di,dq) Llinéaire-
ment indépendants partout.
({£,9}= H,g désigne le crochet de Poisson). (Par exemple, une surface de
révolution ou un ellipsoide). On peut alors introduire des coordonnées locales
*, 2 N , -
(8,p)€T Cgézg} , appelées coordonnées action-angle, telle que ¥ : (x,§)-(6,p)
*
soit une transformation canonique homogéne d'un ouvert conique Q de T (M)
* 2 -
sur un ouvert IR%&2 XU de T @RA&Z) et que qo¥x 1 =H(p) . Les tores

_ _ _ te %, 2
(g=1,I=a) se transforment par ¥ en des tores p = C de T CR/ézg) .
X

r

La condition de Maslov s'écrit alors : -

p-%ME Z°. soit C = ({u(p) = 1}ﬂU)cR2 ,

on dit que le flot est complétement intégrable non dégénéré si C a une cour-

bure qui ne s'amnule pas.

4 chaque point de C est associée par x-1 une sous-variété lagran-
, * * * ) s
gienne de T (M) (T (M) contenue dans T, (M) et les variétés qui vérifient

les conditioms i) et ii) du théoréme correspondent & une partie C, de C

dont le complémentaire est de mesure nulle.

Soit R = %+Zz et BWERNU , €>0 étant donné, on peut trouver un point

p de C, de facon que la % droite Dp = {%;p112()} passe 4 une distance
inférieure a T&T de U . Utilisant la construction du théoréme de B. on peut
associer & chaque tel point U un (uu’Tu) avec T, = 72+-0(1) (¢i T est le
paramétre du point sur DP le plus proche de @) . Cela permet ainsi de construire
un q.m. © =(uu,7u) dont le microsupport est ﬁf\T:(M) et qui permet d'approcher

le nombre optimum de valeurs propres par rapport & 1'inégalité vue dans A (en ef-

fet y étant canonique mes(H(p)<1) = mes(QN(q<1) .

2. Cas des géodésiques fermées de type elliptique générique.

Soit Yy une géodésique fermée simple de longueur T et RV 1'applica-
tion de Poincaré, on dit que vy est de type elliptique si les valeurs propres

. . +ic
de dpy(o) sont de module 1 et nonégalesa 1 . Soit e~ ces valeurs propres
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si o %k% et kT—; (k€zZ) , un théoréme de Birkhoff-Moser affirme qu'on peut trou-
*
ver une carte symplectique de I (germe d'hypersurface de T1(M) transverse a

v ) telle qu'en coordonnées polaires PY ait les équations :

D
I}

6+ +_E3p2 +O(p4)

p+0(s%) .

1}

Py

Génériquement, on a B#0 et c'est ce qu'on appelle le cas ellipti-
que générique ( PY est une twist-mapping), le théoréme de Moser permet alors de
dire qu'il existe dans Z autour de O beaucoup de cercles invariants par PY ’
sous l'action du flot Oy ils engendrent des variétés lagrangiennes entourant
Y et qui vérifient presque toutes les hypothéses i) et ii) du théoréme B.

Regardant comme plus haut le quasi-mode qu'elles permettent de construire, on.

obtient une famille de valeurs propres asymptotiques :

_an ny) , o 1
>\n1,n2 =T (et 5 (y43)

s

04 n(y) = indicede Morse(y)) -1 . Le résultat est & rapprocher des formules

asymptotiques données par A. Voros [8] .
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