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QUELQUES RESULTATS EN THEORIE CONSTRUCTIVE DES CHAMPS. 

par 

J.-P. ECKMAHN 

Depuis quelques années des physiciens et des mathématiciens ont 

étudié plusieurs modèles en théorie des champs relativistes quantifiés. Ces études 

ont fourni de nouveaux aspects de la théorie des champs en particulier, et des 

problèmes reliés aux systèmes à un nombre infini de degrés de liberté, invariants 

par translation, en général. De telles connaissances sont utiles surtout en physique, 

mais souvent aussi un mathématicien peut trouver dans ces résultats issus de la 

physique des applications intéressantes de la théorie des algèbres d'opérateurs ou 

des exemples de représentations étranges. J'aimerais éclaircir ces deux aspects de 

la physique mathématique à l'exemple du modèle $2+1 9 décrit une interaction 

d'ordre quatre de bosons dans un espace-temps à 3 dimensions. Parmi les modèles en 

théorie des champs traités jusqu'à présent, c'est à la fois un des modèles les plus 

difficiles à maîtriser sur le plan technique et, à cause de cela, celui dont les 

résultats sont les moins avancés. 

Dans cet exposé, nous allons traiter d'abord les aspects mathémati-

ques qui ressortent de l'étude du modèle i . Ensuite, on va voir à quelle étape 

se trouve le programme de la construction de ce modèle qui devrait fournir un exem

ple d'une théorie relativiste quantifiée non-triviale satisfaisant les axiomes 

de Haag-Kastler et de Wightman. 

Recherche subventionnée par le Fonds National Suisse. 
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I. UN ASPECT MATHEMATIQUE DE : Représentations de I 1 algèbre des règles de 

commutation. 

4 
Le champ de bataille du constructeur dfune théorie $ ^ est 

l'espace de Fock ou plus précisément un espace similaire que je veux appeler 3 • 

* 2 3? est l'algèbre tensorielle symétrique bâtie sur S'(]R ) , les distributions 

tempérées. Chaque 9 € 3 est une suite 9 = (9Q , 8 1 , 9 g ) où 9 Q € C , 

9 neS'
s y m( (]R2)n) , n = 1 , 2 , . . . .On dit que 9 n est la composante à n particules 

de 9 . Les opérations fondamentales sur 3* sont la "création" et 1 1 "annihilation" 

d'une "particule" à fonction d'onde f 6 8(E ) , soit a (f) et a(f) . Leur 

action est décrite par 

* 1 

(a (f)e) (3c,, ...,1c ) = n 2 sym (f ® 9 J(k„?...,k ) 
\ / /n\ *j n/ y \ n-1 1 n 7 

et 
(a(f)9)n (k 1 f . . . f k n ) = (n+l)i j£(k)en+1(kflc1f...f3cn)d

2k , 

et ils satisfont aux relations de commutation 

[a(f),a*(g)] = j f (kMkJdSc . 

Les objets fondamentaux pour nos études sont les "champs" $ et 

rr à temps zéro dans la notation non-relativiste : 

Pour f € S r e e l(E 2) , on pose 

*(£) {a%- *£) + a(n" *F)} 

TT(f) « ^ U V *£) - a(^ *F)J 

( : transformée de Fourrier ; p,(k) = (k.k + m )^ , m > 0) , 

avec les relations de commutation 

[*(f),TT(g)] = i Jf(x)g(x)d2x , f,g € § r é e l ( E

2 ) . 

Soit 21 l'algèbre sur C engendré par 



IV - 3 -

{eSS(f)fein(£) f £ € § r é e l ( E 2 ) } F 

et soit 21 la C -algèbre engendrée par 31 Q . La norme est celle induite par les 

représentations des sous-algèbres de 2IQ où f varie dans des sous-espaces de 

réel 2\ 

dimension finie de § (E ) ; cette norme est univoquement déterminée 

(Théorème de v. Neumann) . 

Regardons à présent des représentations de 21 • Pour celav J

 9 

nous cherchons un sous-espace U c 3 tel que 

(i) §(f)»0<=Mo , rr(£)W0Cîio ; 

(ii) 3i admet un produit scalaire tel que a (f) est l'adjoint de 

a(f) ; 

(iii) Les séries données pour exp i§(f) et exp i n(f) convergent for

tement sur & 0 dans la norme de (ii) , exp i$(Xf) et exp iîr(Xf) 

sont des groupes unitaires fortement continus en H 3 R • 

Le fait suivant est alors presque évident : 

LEMME. - Etant donné U satisfaisant à (i),(ii),(iii), les opérateurs 

^i§(f) ̂  ̂ irr(f) jnissent une -̂ -représentation de 81 ̂ qui s1 étend univoque

ment à 21 • 

Pour avoir un peu plus de structure, et aussi parce que cette situa

tion est assez typique en physique, nous modifions (i) : 

(i1) H est un sous-espace cyclique pour les polynômes en §(f),Tr(f) , 
réel 2 * 

fÇ§ (iR ) , c'est-à-dire M Q est déterminé par la donnée d'un vecteur Q€ 3 

et tous les vecteurs de îiQ sont alors de la forme 

P($(f1),...,TT(fn))Q où f. e S r e e l(E 2) et P est un polynôme 

non commutâtif• 

4 
(*) La présentation des résultats de §^ + 1 sous la forme utilisée ici est due 

à J. GLIMM (communication privée). 
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En plus, dans (ii) nous nous restreignons à des produits scalaires 

sur H n qui sont déduits du produit scalaire de 1*espace de Fock par la 

formule 

( cP> Y )a 0~ (9»YV(QtQ), • (*) 

Il se peut que (cpfY)̂  et (Q,0)^ soient infinis. Dans ce cas, (cp.Yl. est 

défini comme une limite appropriée d1 approximations du quotient (cp,Y)g/(Q.Q)gj • 

Les situations intéressantes vont apparaître justement quand Q = lim Q où 

(Qn>Qn)g[ tend vers l'infini. Dans de tels cas on dit qu'on a dû "quitter" l'es

pace de Fock. 

Après ces définitions, il est utile de faire des exemples. Ces 

exemples se décrivent, d'après ce que nous venons de dire, à l'aide du choix de 

Q . 

L'exemple trivial est le choix 

Q = Q Q = (1,0,0,...) , le "vide de Fock" , 

et donne lieu à la représentation de Fock. 

Les exemples non-Fock (Q £ 5) dont je voudrais parler en particu

lier ont été construits par Glimm, Fabrey et Hepp. Je veux indiquer comment ces 

représentations sont suggérées par la physique. 

L'objet d'intérêt est 1'Hamiltonien 

H = ja*(k)^(k)a(k)d2k + j$4(x)g(x)d2x 

+ termes d'ordre inférieur à 4 en § • 

La théorie de perturbation de Friedrichs suggère en première appro

ximation comme état fondamental de H le choix 

(*) Si 9 « (cp0,cp1f...) , Y = ÇtQ,Vy...) , alors 

(cp,î)3 = def 9 0Y Q + jV n(k 1,--.,kjyk 1,...,k n)d
2k 1 ... a \ . 
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Q = Q1 = exp A*(v) Ç1Q , (1) 

a (k^)• • .a (k̂ )f(k̂ ,... ,1(^(1^ ... d n ' n = 1>2>3,••• • Le choix 

de v est dicté par notre désir d'avoir dans le domaine de l'opérateur H , 

qui est très singulier. On trouve que v 6 L^OC(p^) , mais v f[ Lg@R^) . 

8 
Pour v € L2(E ) f nous voudrions que 0̂  € 5 car on sait que 

dans ce cas il n'est pas nécessaire de "quitter" l'espace de Fock (cf. le modèle 

4 8 
f par exemple ! )• Mais / 5 , même si v € S(Pw ) , à cause du grand nombre 

de particules dans . Glimm a montré dans son papier, fondamental sur le modèle 

4 
$2 + i comment on peut éviter ce problème par un choix plus astucieux de Q : 

On décompose la fonction symétrique v en v = Sv. , v.v, = 0 

® 4s 2 J < ° J ) n 3 

si i / j et v̂  € L 2

 Sym"(]R ) , l̂ m ||v.|]2 = 0 . Avec exp^(x) = n| Q x
H/n! on 

pose 

Q = TT exp (A*(v.)) Q . (2 ) 

On a alors les résultats suivants : 

THEOREME 1. - (FABREY-HEPP). Q définit une représentation ÏÏ^ de 21 qui est  

disjointe de la représentation de Fock. 

THEOREME 2 . - (GLIMM). L'espace de Hilbert 3$̂  défini par Q contient un domaine  

pour un Hamiltonien H^ déduit de H comme limite de formes bilinéaires. 

La difficulté de la démonstration du théorème 2 découle de la né-

cessité de tronquer 0 pour avoir TT exp ,(A (v .))Q € 3? • Mais la troncation 
j=0 3 + 3 

ne doit pas être trop forte pour qu'on ait toujours Q dans le domaine du 

qui est très singulier. Ce conflit nous force à faire le choix compliqué ( 2 ) de 

n . 
- 4 

Je veux comparer la représentation associée à $

24.^ à une classe 

de représentations qui est bien connuedans la littérature. Cette classe contient 

beaucoup de représentations qui sont disjointes de la représentation de Fock, et 
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leur 0 est de la forme 

Q « exp A2(v) 0 Q , 

où v est une fonction symétrique à deux variables seulement. On peut alors faire 

la construction suivante. Soit par exemple v le noyau dfun opérateur autoadjoint V 

sur Lg(E ) .On sait alors que V « v 4- Vfî où est à spectre discret et 

Vg est Hilbert-Schmidt. Donc on a 

v(M) « S X , v (k).v Ai) + v (k.Jt) ( 3 ) 
j 3 3 J h 

avec Vj € L2(E
2) , x si i / j (vecteurs propres de V^) et v H € L 2((R

2) 2). 

Notre vecteur Q est donc de la forme v 

Q v = rr exp A 2 (VjVj.v.).exp A2(vH) Q 0 . 
%3 

On a alors le 

THEOREME 3 . - La représentation induite par Q n'est pas disjointe de celle in

duite par 

= TT exp A*(XjV .v.)^ . 
3 

Ceci est vrai parce que exp A*(vH) Q Q est un vecteur de ¡5 (*) • 

A cause de la forme particulière dé Cip (v̂  1 vj) , le vecteur induit une 

représentation produit tensoriel infini (au moins si l'on pose \i = 1 dans la 

définition de $(f) et rr(f)). Dans la notation conventionnelle c'est 

Jt B ® , jj. = ST ("oscillateur i ") , 

et ^(U 0 )» =®T(X(».)) . 

Les représentations sont très similaires aux représentations quasi-

libres, étudiées récemment surtout par l'école de Marseille. Dell'Antonio a montré 

(*) Avec des modifications techniques légères dans la définition des représentations 
on obtiendrait équivalence unitaire dans l'énoncé du théorème 3 • 
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comment la représentation du champ relativiste libre (donc ^ / 1 ) peut être 

réalisée, elle aussi, comme un produit tensoriel infini, c'est-à-dire qu'elle se 

décompose en "oscillateurs découplés", après un choix astucieux des coordonnées, 

qui généralise l'idée de la formule ( 3 ) . Il semble qu'une telle décomposition n'a 

4 

cependant plus lieu pour la représentation TÎ^ de § ^ , puisque l'analogue de 

(3 ) n'est valable que pour une fonction v à quatre variables dont termes 

non-diagonaux sont négligeables. Tel n'est pas le cas pour le v correspondant à 

l'interaction H = H(g) . Ainsi la physique nous suggère des représentations de 

SI qui semblent être plus intéressantes que les représentations produits tensoriels. 

J'aimerais encore souligner un autre aspect de cela. Araki, 

Hegerfeldt et d'autres ont montré comment on peut associer à chaque représentation 

de 2IQ line mesure sur le dual de l'espace des fonctions test (dans notre cas c'est 

S(R )) . Cette mesure caractérise presque la représentation. Vue sous cet angle, 

la représentation de Fock et les représentations produits tensoriels correspondent 

aux produits de mesures Gaussiennes, à variance égale (Fock) où variable. Une 

question naturelle se pose 2 quelle mesure a-t-cn trouvée par construction de Q 
4 

et TT^ pour f ? En diagonalisant les champs $ , on peut voir que la repré

sentation TÎ^ nous fournit un exemple nouveau et explicite d'une mesure non-

Gaussienne, limite de mesures équivalentes à la mesure Gaussienne de dimension 

infinie (*) . 
4 

Les exemples ne sont pas restreints à la théorie • Fabrey a 

démontré le théorème 1 pour une classe de v(k^,... ,k̂ ) , v > 2 , qui satisfont 
(i) j|vl 2d Sk = lim j |v(k 1,...,k)\ 2d\ ... d Sk v 

* * U t l < » 

est lentement divergente (p. ex. comme log I ). 

(ii) || n (|lcj|+l)
e(|k^|+l)eJlv(lc1, ...,kp,<ïv_p, ...,qv) 

(*) communication privée par K. Osterwalder. 



IV - 8 -

pour un e > 0 et p = 1 , 2 , . . . , v-1 • 

Le v correspondant à l'interaction H = H(g) satisfait bien à (i),(ii) , 

puisqu'il est de la forme 

A. 
g(k1+...+k4) 

v = vg(k1,...,k4) = — - - , 

( 2 n(k )) TT n(k )* 
i=1 i=1 

où g € § r e e l(]R 2) et n(k) = (k.k + m 2 ) ^ . 

Il est naturel de se demander dans quelle mesure TT^ et 

dépendent du choix particulier delà décomposition v = Ev. et des J(j) dans ( 2 ) . 
3 

On a le 

THEOREME 4. - (Fabrey, Eckmann-Osterwalder). 

(i) Soit v fixé, et soit 0 comme dans ( 2 ) » Dans des limites larges, 

( •, • ) K et donc H sont indépendants du choix de la fonction J(j) et de la 
^0 

partition v = Ev. . 
0 J 

(ii) La représentation TT^ de 51 est aussi indépendante de Q • 

(iii) L'Hamiltonien ne dépend pas de J(j) et de la partition 

v = Ev̂ . . (Ceci est très rassurant dans la construction aussi technique d'un 

Hamiltonien). 

(iv) Si pour e > 0 , v - v' 6 9 l e s r e P r ^ s e n t a t i o n s induites par 

TT exp. A*(v.)Q et TT exp. A*(v'.)^ n e sont pas disjointes, (on retrouve ici 
j=1 J J j=1 J 3 

1'"erreur" v„ qui est Hilbert-Schmidt, la condition e > 0 étant de nature tech-
H 

nique seulement). 

Malheureusement, on n'a pas encore des résultats aussi complets sur 

ces représentations qu'on le souhaiterait : sont-elles irréductibles ? Existe-t-il 

des critères plus généraux que (iv) d'équivalence unitaire de ces représentations 

comme on les connaît pour les représentations produits tensoriels ? 
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II. LE MODELE PHYSIQUE DE • 

On peut néanmoins encore approfondir les connaissances de ces re

présentations si l'on se souvient du cadre physique duquel elles sont issues. Où 

4 

se trouve-t-on donc dans la construction du modèle §2+1 ? J'aimerais esquisser 

le programme de Glimm et Jaffe 1 

Construction d'un 
1 Hamiltonien 

auto adjoint 

Dualité * — w 2^—^""""^l tes se de propagation 
finie en une direction 

Vitesse de propagation finie pour un 
Cutoff spatial fixé 

Algèbre indépend an t e ^ - ^ ^ 5 W 

du Cutoff spatial 

g Automorphismes des champs 
indépendants du Cutoff spatial 

V 

Figure 1 . 

L'étape ( 1 ) consiste à démontrer que pour un Cutoff fixé g , 

1'Hamiltonien H^ (g) est défini (Théorème 2 de Glimm) comme opérateur symétrique* 
g 

Ensuite on aimerait savoir si l'Hamiltonien en question est positif et autoadjoint. 

Des recherches dans cette direction sont en cours (Glimm-Jaffe). Les étapes restantes 

ont comme but d'enlever le Cutoff spatial (g-» 1 ) . Sous (2 ) on espère démontrer 

le résultat suivant : on ne conserve la localité de l'interaction que dans une di-
2 

rection fixée de l'espace E . Alors 1'automorphisme engendré par un tel Hamilto

nien devrait appliquer l'algèbre rrn (2I(B))" dans TT 0 (2I(S d .))".(*) . Ici S_ _ 

est la bande dessinée en Fig. 2 

(*) 21 (B) est obtenue comme 21 , mais en restreignant le support de fonctions 
test à la région B . L'automorphisme est exp itH^ (g).exp -itHfi (g) . 

g g 
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Le point (3 ) est une conjecture qui est intéressante en soi-même : 

la dualité. Celle-ci affirme que TTQ (2I(B))! = TTQ ( a i (B C ) )" où 1 signifie le 

c g Ug 2 
commutant dans £(îî  ) et où B est le complément dans E de B • De tels 

g 

résultats sont connus en toute généralité pour les représentations régulières (à 

gauche et à droite) d'un groupe localement compact (Takesaki). Le fameux théorème 

dfAraici qui affirme que la dualité est valable dans le cas de la représentation de 

Fock des champs relativistes libres nous fournit un exemple d'un groupe qui n'est 

pas localement compact (le groupe en question est le groupe additif de l'espace de 

Hilbert). Il serait très intéressant de démontrer qu'une telle propriété n'est 

pas seulement valable pour le champ libre (c'est une représentation du type ten-

4 4 

soriel) mais aussi pour des représentations en interaction comme $̂  ou $2+i* 

Revenons au programme de Glimm et Jaffe : (2 ) et (3 ) nous fournissent aisément 

la propriété (4) en "tournant" la direction privilégiée. Alors 

exp itHQ (g).exp " i t HQ (s) applique TT^ (2I(B))" dans l'algèbre "intersection des 
g * g g 

bandes S_ " qui est TTN (2l(B.))" • L'algèbre TT (21(B))" est donc "étendue" par 
g g 

1 1 automorphisme 
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à TT^ (2l(^)) ? f , ce qu'on appelle vitesse de propagation finie. Il reste à se 
g 

débarrasser du Cutoff spatial g . On note que g / g' implique que TT^ et 
g 

TT sont disjointes. Il n'existe donc pas d'entrelacement naturel entre TT (21 ) 
g1 g 

et rr̂  (21) . Néanmoins, c'est la localité qui nous sauve ( 5 ) : 
g1 

THEOREME 5 . - Si. g = g' dans un voisinage de B , alors TT^ (îl(B))TR et 
g 

TTN (91 (B))" sont unitairement équivalentes. L'équivalence est naturelle soir 
g* 

« 0(B) . 

L'idée de la démonstration est la suivante : les projections des 

fonctions v et v , sur B satisfont une relation comme dans l'hypothèse du 

g g 

théorème 3 (iv) . D'autre part, les champs $(f) et iî(f) , f € ^ ( B) ont, en 

co 

notation non-relativiste, leur support dans B à des queues C à décroissance 

rapide près. 

On peut mélanger ces faits pour montrer que la fonctionnelle 
(Q , -fi ) H est une limite en norme sur 5Î 0(B) de fonctionnelles (x .x) H  

G G *CÎ Q f 

g g 
avec x € . Une belle application de la théorie des algèbres de v. Neumann 

g' 
nous fournit alors l'équivalence unitaire cherchée. (Ces résultats dépassent les 
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critères d'équivalence du type Povers-Stonner, v. Daele-Verbeure qui s'appliquent 

aux représentations quasi-libres seulement)• (4) et ( 5 ) servent de base pour le 

pas (6) , qui aboutit à une construction de champs satisfaisant l'équation de mou-

4 
vement de la théorie $ en deux dimensions d'espace. 
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