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ERRATA 

p. 2 ligne 12 lire : support c(ç) = {(§€V +) U (ç € V )} 

p. 2 ligne 15 lire : temprérées . 

p. 3 ligne 15 lire : S C^CO ^ x ^ ' ) ^ 6 ( x ) * 

p. 3 ligne 16 lire : - E C _ . ( L « ) D X Ô ( X ) 2)a (L«" 1 ) + 2 C_. (LL' ) D Xô(x) ¿2 (L'~ 1) . 

pA pCV pA. "CV 

p. 8 ligne 14 lire : C , + = (Q^ + m 2 ) < 0|[A (x ),A(x ) t A(x )]| 0 > 

o 

p. 8 ligne 15 lire : C'~ = (• * m 2 ) < 0|[A (X ),A(x ) i A(x )]J0> 

o 

p. 11 ligne 15 lire : P 0(p 1,Pg) + P 1 ( P Q , P 2 ) + P 2 ( P 2 I P 1 ) 

2 2 
p. 11 ligne 17 lire : à coefficients holomorphes en pour P^ r + p etc.. 

p. 12 lignes 2 à 6 lire : Comme ô C = 0 . ò R a la forme de l'ambiguïté du décou
la M* Il M-

page d'un commutateur scalaire ; on voit par inspection que 

cette ambiguïté n'est pas de la forme ô AR , où AR est 
M» M* M* 

une ambiguïté du découpage d'un commutateur vectoriel. Il 

n'est donc en général pas ... etc o 
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On se place dans le cadre r'urte théorie de Wightman (cf* J« Bros 9 

ce volume)» On considère les distributions de Wightman 

P o n X 1 P ( O ) P(o) P(l) P(l) P(n) P(n) 1 ' 

où les A^(x) sont des chaiopa de Wightman et jo) l'état du vide. 

Dans le papier précédent 9 on a supposé l'existence de distributions 

tempérées r (p ...P ) vérifiant les conditions (R) « i/objet de cette note 
a o n 

est la démonstration de l'existence des pour n _: 1,2 9 le cas général 

n'étant pas résolu* Si les distributions de Wightman sont des fonctions ccmti-
o 

nues des composantes de temps x^ , 0 < i < n des quadrivecteurs x^ , la 

solution est donnée p a r ^ s 

P(o...n) 

" + / o o Y 

oû l'on prend 

+ 6

+ ( V i ) " V i + l V 3 1 S P ( o ) + — + S P ( i ) > ° d a n S Y a 

- 6 - ( X P ( i ) " W l ) ) 8 1 SP(o) + — + S P ( i ) < ° d a n S Ya 

avec 

r+ 1 t > 0 

8 <t> - j 
^ 0 t < 0 

ô j t ) 1 - 6 (t) 

et Y a

 e ô * défini dans le papier precedent« 



- 2 -

Aux conditions R , on ajoute one condition de covariance par rapport 

au groupe de recouvrement du groupe de PoLncarê * [t V SL(2,C)1 * 
4 

Le cas n :T lt 

On a deux distributions de Wightman 

1 - <oJA (x ) A„(x )|o> 
01 o o i l 

* rr. <O|A„CX. > A (x )|0> 
10 i l o o 1 ' 

On construit le commutateur 

G = woi " wio " <O[[A(X o) , À C x ^ j j o ) 

A cause de l finvariance par translation, C est une distribution dans la seule 

variable £ r:: x - x « 
o 1 

A cause de la commutativité locale 

support C(£) - ^ f Y" h U £ * V ~ 

3 

1 

Le support da C étant "régulier" on peut trouver R(£) , A(<£) , 

tempérés si C l'etst, de supports respectifs £ <r V + , £ e V ~ telles qu© 

C(£) ~ R(£) - A(£) 

? R ? A sont prolonge able s en fonctions holomorphes dans 

les tubes (p / Imp ( r ) et leurs valeurs au bord coïncident là où ? C zz O 

(R 2) * 
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Si les champs A^ sont covariants nous l'action de SL(2 fC) , selon 

une représentation do dime:v«i on finie, on p e u t écrire C(£ ) comme un vecteur 

dont la covariance est conséquence Ù>J l a précédente 

(x) C,(l*x) i\ (L) 

En raison do l'invariance du vide, ou a 

Lcy.x) =: C a ( x ) 

d'où 

R (x) ~ R..(Lx) 3 f l,(D - A (xi - A a(Lx) ï) 0 v(L) = cr (L) 

où a P ° u r support V + n v rr [oj # On peut donc écrire 

r ^ 

cr (tA ~- ) C . (L) ô(*ï 
a /_ .TÀ 

oû* les «ont les opérateurs différentiels d'ordre •_. N 

On peut alor3 écrire : 

R (L'x) - TiAU/x) »„ (L) A <L 1x) - A./CU/x) 3, (L) 

a p pa a p pa 

" lR (Lfx.) - R (x) (L f X ) ! + R (x) - R (LLVO » ,(LL'} 2L <L ? ) 

L. a ^ ^ J L Y Ytf J Pa 

r; - ) C ^ ( A ? ) D " 6(x) % (L ? A ) -f C,.(LL,f> D" 0 ( X / A, (L f s ) , 

oû 2(L f) est le résultat du changement de variable x L fx sur les D*1 , 
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d'où 

C ,(L) ? i (L ?) 3 .. (L7 ) + C, (L') - C. (Ii/> r O , 
ccX K>: pu ;->u 

Cp^(L) est donc un cocycle d valeur dans l'espace de 3a représentation £• ® 2 

da SL 2,C . D'après la complète réductibilité d'une telle représentation de 

dimension xi»le, on a 

r ~ ^ 

C . ( L ) - ! \ (h) ?• . (t) - s 6 . 

où fc ] est un vecteur fixe» 
" i3|i 

On en déduit : 

R*(x) ::- R (x) + ) C D U M x ) R (Lx) 2 (L) + c' % (Lì & (L) 6(x> 

•~ [ H A + ) ô) (Lx) (L) 

-.- R,l(Lx) S). (L) 
P H a 

et de même si R est remplacé par A « 

D'où un découpage covariant C :~ R f - A* 

Application 

Supposons qu'on ait des opérateur*? de Wightman vectoriels 

conservée 9 1 (x) r 0 • 

Alors C (o ! r l ( 1 \ x ) , i ( 2 \ x !o> est un tenseur qui vérifie de 

u v J ii v 2 

plus ?5 C ~- 8 C r: O 
u nv y uv 
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On sait d'après ce qui précède qu'il existe mi découpage en tenseurs I 

C r R - A 

uv |iv uv 

On peut de plus choisir R et A^ de faccn que 

d Toù 

3 R — a A - O zr 3 R — ô A 
U {IV JJL U V V j i V V JLA V 

3 C 3- 3 R ~ ô À , 
lui J i V J i J I V V p.V 

3 R - 3 A — cr , 

j i J i V V f i V V 

où o* a pour support 1* origine et se comporte comme un quadrivecteur X 

On en déduit 

o- (x) ~ cr (A x) A V Ll 
v v 

cr (x) ~ 3 P(D) 5fx) • 

j i : i 

d'où 

3 R - g P(D) 6(x) ™: c ! A - P(P) ô(x) I rr O 
u [_ il v tt|iV J (u uv . ! 

R 1 - R - g P(Cn 8(xì f A' ~ A - g P(O) 6(x) 
(iV UV UV fiV uv 

fournissent le découpage cherché a 

1/utilisation des propriétés spectrales montre alors que R A 

jiV fiV 

sont de la forme ( D g ^ - 3 3̂ ') R , par suite on a pussi 3^ R ^ rr 3^ A ^ rr O * 

Cet exemple se présente en êlectrodynamtque quantlque dans le calcul perturbatif 

de la "polarisation du vide" et montre la possibilité do définir un courant in

duit conservé• 
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Lo cas ii ~ * 

A pai-tir des six di a tribu lions de Wi&htman 

W l V "": <°IVo) UP(o) ) A P ( 1 )
( X P ( 1 > > \ > < 2 ) < W , 0 > • 

on construit let> trois doubles commutateur:! 

CP(o)P(l)P(2) ~ ~~ CP(o)P(2)P(l) ~ ^ ' L ^ C o ^ ^ P C o ^ 3 { APfi s> ( xp<ir ' S ^ * ^ ) ^ 0 ' 

qui satisfont l'identité de Jacob! 

P(o)P(l)P(2) 

"P 

paires 

Pendant un moment on fixera P à 1*identité* 

^ o 1 2 a ^ e 3 P r o P r ^ ^ ^ ^ s suivantes * 

soient r - x - f T) t: x — x • En vertu de l'invariance du 
o 2 1 2 

vide par translation, on peut considérer C comme uho distribution en £ , r | « 

En vertu de la commutativité locale et de 1'identité de Jacob! 

support C zz [ f\ <T V r» <f C V J U ; ' ! ( V 7Ì Ç-r^ C V ; 

U • r] c v ri £ e V / U ' n « V H 6 - . . C V ; 

En vertu des propriétés spectrales, la transformée de ^ourler partielle par 

"v 2 2 2 / 2 
rapport à ç i CCp.Tj) s'annule nour p < 1VT , p -f.: m 0 La restriction 

de C à un voisinage de p" n m" est une mesure d'ordre 1 concentrée sur 
2 2 ~ - ° 2 2 ~ ' 2 2 

p~ " m , de 3orte que C f(p,T)) ~ (p - m ) C(p,r\) s'annule pour p < M • 
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U r x théorème de Dyson, Garding et Wightmar. J assure csu'il existe une solution 

tempérée T f (£,/<;,ri) , paire en K t de l'équation de Klein Gordon 

\ ' a* 2 ° -y 

telle que 

et qu finversement la restriction à /•: ~ 0 d fune telle solution est la trans-
2 2 

formée de Fourier d'une distribution nulle pour p < M ' « 
o 

Le théorème du couble cône montre que, étant donné le support de C 

indiqué plus haut, 

Support r(£f/C #Tl) — support C x { - o o < t f < + c o j . 

Ce support est régulier de sorte qu'on peut décomposer F* selon 

r- r + - T f ~ supo T1*" r: supp T> n(r, <• v ± ) , 

â*> sorte que 

KG Pf
 f zr KG r ' ~ zz cr , 

oû a est une distribution tempérée avec 

support cr Z-: sunnort r f^P, support T f — support T* H (T) =r 0) 

- (ffv + ] n [r] ~oj U U * V jn [TJ ~ o | 

On peut donc à nouveau écrire a * rr c r ^ + a * 

avec support cr+ — [<£ c V -j H [r) =: OJ # 
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On peut alors résoudre 

Ì o + 
F* ~ r f ~ + D * cr + D * cr , 

ret -f av ' 

où Dret sont les solutions élémentaires retardée et avancée de l'équation de 
av o + 

KleinGordon, I" ~ des solutions de l'équation homogène ayant mèste supports que 
± 

P f ~ car le support de la solution particulière D ^ * o~ -f D * O" appar-
_ ret 4. av -

tient 5 support T 1 H support Tf * 

On a donc : 

° + o -

Par la réciproque du théorème de Dyson Gàrding Wightman, T9~ ont des restric-

tions C* ~ , â /c 0 dont les transformées de Pourier s'annulent pour 
2 2 

p < M . et on a 
o 

Nous noterons 

( ° x + 

C* + = ° <0![A o ( X o ) , A O ^ ) î A ( X 2 ) ] J 0 > 

(Px + "lì 
C* - ° <0J A q < X q ) , ACXj) ^ A ( x 2 ) | 0 > . 

On peut maintenant résoudre 

On découpe d'abord + 

en
suivant avec : 

suppor t 



- 9 -

support C f * T: (ri e; y (,f-r? C y ) 

support C*" ( , <r V *V i < - n £ V ") 
4- ' 

support 

et on écrit 

4 o 4 4-
C ~ - C "* 4 D , * 0 * " - 0 * c'- , 

ret i- av 

où* D ^ sont les solutions élémentaires retardée ou avancée de l'opérateur 
rgt fav ± + 

CX 4 îr/J O On voit facilement que C ont en £ fy\ le isôme support que C***" et 
s ° o ° ? o 

que leurs transformées de Fourier s'annulent pour p" < M'* sauf sur p" m" * 
c o 

On écrira 

4 
C- - <0| A q ( X o ) , A(x,) î A ( x 2 ) |o> 

La question de la covariance par rapport à 1*action de SÏ<2,C) de 
4 

C"" , comme celle de C 9 se résoud comme dans le cas n z 1 > p o u r v u que l*on 

montre que 1'ambiguïté de la solution se comporta, par 1*action de SL(2*C) 

comme un vecteur d 'ur» espace de représentation de dimension finie de SL 2 ?C * 

Or, supposons connues deux décompositions satisfaisant aux propriétés 

voulues de support en (5 pT0 et en p i 

On a 

C C* - C r: C - C 

C - C ~ C - C zz o' 

avec support cr ((>] r O ) H V + )]U {(7) rz 0 ) (c; V ) ] 

otp,T]) ~ 0 , • p" < M p m " 
o ' o 
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r>u 2 2 ^ 2 2 
c/Cp/o) zz: (p - m ) cr(p,r,) r : 0 , p < M 

o o 

On peut donc écrire 

N 

( M \ <• 1 ( ' > ( M ' 

Mais on voit facilement ¥ à cause de& propriétés de spectre, au moyen 

de l'argument de ï/yson Gàrdi.ng Y/ightman et de la résolution d'tm problème de 

Caucby, qu'on a une représentation pour o~ du type 

Stp,^) ) D ( r , ) 6 ( r . ) N p l j V j C 0 e- (p°) 6 ( p 2 - m * ) 

[a]rr:0 [ ( 3 ] r r 0 

« oc . 

+ /' dif2 p . (*2) e (p°) o(p2 - * 2) 

M " 
o 

. 2 
ou p est une distribution en k * 

On est alors amené, comme précédemment, à considérer des cocycies 
o 

C (L) et o rj(x~,L) définis sur SL(2,CM « La seule difficulté provient de 

(X p Cl p 

la nécessité de saturer p par une fonction test i p^(<?,L) zzz ( P a p ' >k) fç) 

et de montrer que défini par P a p(<M-) = P

G »p ' ( 9 > ( \ T ( 3 ' , ( x p ( L • ̂ ôaa » 6 p ? ' ' 

peut être choisi continu en cp , ce oui est facile en intégrant sur le sous-

groupe compact SU 2 de SL(2,C) « 

-t 

C"- sont aloi's définis module une ambiguïté du type ci~dessus f de 

covariance identique â celle de C * 
Enfin on écrira : 

C Z, r i zz 0Î1Î2 - 0*1Î2 ~ 0*1 + 2 4 04142 
o!2 
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avec support 

support 

support 

support 

0Î1Î2 ir X q - x 2 € V * H x - x 2 e V * 

0iiî2 - X Q - x^ e y ~ H x 2 - x i e v ~ 

0 Î H 2 = x - x € V + n x - x e V + 

o 1 2 1 

0 Ì U 2 X q ~ x g <f V ~ H X j - X G C V "* 

± + f 

et les décompositions analogues pour ^ i 2 o * C2ol % et,utilisant 1 identité 

de Jacobi, on montrera qu'on peut choisir ces décompositions de sorte que 

0 Î 1 Î 2 ~ ~ O Î 2 i î l rz 1 Î 0 Î 2 

( H U 2 zz - 0 Ì 2 T 1 :z H ( H 2 etc • 

de sorte qu'on a défini les six distributions voulues avec les propriétés de 

coïncidence cherchées en vertu du support en p des C~(pfr|) * La possibilité 

de les jhoisir covariantes est à nouveau du© au fait que l f ambiguïté de cette 

décomposition se transforme selon une représentation de dimension finie de 

SI. 2,C « L*ambiguïté de cette décomposition est, dans l'espace transformé de 

Four1er, de la foVme : 

V V ^ C o < P o ) + V V P 2 ) C 1 ( V + V P 2 ' P 1 ) C 2 ( P 2 ) 

avec p Q + p + p 2 zz O , les P polynômes covariants selon l'action de SL ( 2,C) , 

C j L(p i) holomorphe pour p^ / + p f p réel > O â l'exception de p 2 r r 

où il y a un pôle du premier ordre* 

Application 

Supposons donnés un courant conservé et deux opérateurs 

, et considérons 
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OÎI a un 4k'v*r,uoagc covariant des С en К 
Lt U 

Comme j С О , <; H a la forme dp l'ambiguïté du découpage, à savoir 

dans les transformées de Fourier 

v V 

(УК + P 0 > C < P J ( P , - Po О D ( P < > 
!ti 2U 1 M̂- / ,. 1 

oü les C 9 D sont holomorphes nour p^ /. M ' + p avec éventuellement des 
2 2 ~ 

pôle» à P i ~: m^ * 11 n'est donc en gênerai pas possible de trouver un décou 

page oû les R^ vérifient C' M^ U

 r-: 0 * ^ n t e i phénomène est cohérent avec 

l'existence des "identitéa de Ward" de 1 ?êlectrodynamique quantiqueu 

Remarque aur les cas n > 2 * 

La raison pour laquelle ces саз n'ont pas été résolus est que, 

implicitement, le théorème de Oyson Gàrding Wightman ne permet de traiter des 

propriétés de support que dans un quadrivectэиг à* la fois. L'extension de cette 

méthode au cas ou* plusieurs quadrivectours entrent en. Jeu semble nécessiter 

l'étude de systèmes surdéterminês qui n'a pas été menée à bien* 
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