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I 

DAS WEYL'SCHE LEMMA IN DER THEORIE 
DER HYFERFUNKTIONEN 

par 

Gunter BENGEL 

Einleitung 

Sei P(D) ein elliptischer partieller Differentialoperator mit konstanten 

Koeffizienten vom Grade m und f eine m-mal stetig differenzierbare Funk

tion, 'die Lösung der Gleichung P(D)f = 0 ist . Dann besagt das WeyJL'sche 

Lemma in seiner klassischen Form, dass f reell-analytisch ist . SCKWARTZ 

hat dies in [ l7 j auf Lösungen im Sinne der Distributionentheorie ausgedehnt . 

Aus Arbeiten von HÖRMANDER und MALGRANGE folgt , dass dieses Verhalten 

für elliptische Gleichungen charakteristisch ist (vgl. [ ß ] , [lO] , [22] ) . 

Im Anschluss an die Theorie der P.andverteilungen von KOTKE und 
TILLMANN [ 2 l ] hat SA TO [16] einen noch allgemeineren Bereich von verall
gemeinerten Funktionen betrachtet, die Hyperfunktionen , die nach Arbeiten 
von MARTINEAU [l4*J , [ l 5 j und TILLMANN [21 j die Schwartz'schen Distri
butionen umfassen t Die Hyperfunktionen sind vor allem deshalb interessant, 
weil jede Hyperfunktion , die auf einer offenen Menge definiert i s t , sich auf den 
ganzen Raum fortsetzen lässt ; (die Garbe der Keime von Hyperfunktionen ist 
welk) # 

In der vorliegenden Arbeit soll eine Verallgemeinerung des Weyl'schen 

Lemmas für den Bereich der Hyperfunktionen bewiesen werden # Nach einigen 

Vorbereitungen stellen wir in § 2 einen Dualitätssatz von GROTHENDIECK [ 5 ] 

in der Form dar , wie er im folgenden benötigt wird # In § 3 führen wir die 

P-Funktionale ein in Analogie zur Darstellung der Theorie der Hyperfunktionen, 

wie sie in der Arbeit [141 von MARTINEAU zu finden ist . Die Beweise von [14] 

konnten zum Teil wörtlich auf unseren Fall übertragen werden # Wir betrachten 
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dazu kompakte Teilmengen K in R und in R offene Umgebungen Cl von 
n4* 1 

K # Wenn P(D) ein elliptischer partieller Differentialoperator auf R ist., 

bezeichnen wir mit H p ( Q ) den Raum der in fl definierten Funktionen f , die 

Lösung der Gleichung P(D) f = 0 sind # Hp (K) ist der induktive Limes der 

, wenn -Q alle offenen Umgebungen von K durchläuft # Ein P-Funktional 

mit kompaktem Träger in K ist eine stetige Linearform auf Kp(K) . Die 

P-Funktionale mit beliebigem Träger erhalten wir durch einen Verheftungs-

prozess , indem wir lokal-endliche Reihen von P-Funktionalen mit kompaktem 

Trfiger betrachten , Dann wird gezeigt , dass man die P-Funktionale auch als 

Elemente gewisser relativer Kohomologiegruppen verstehen kann (Satz 8) , und 

daraus resultiert eine Darstellung durch Funktionen u (x , t ) die für t £ 0 

definiert sind und der transponierten Gleichung *P(D)u = 0 genügen # Wir nennen 

u (x 9 1 ) die Indikatrix des P-Funktionais . 

In § 4 stellen wir der Vollständigkeit halber die wichtigsten Eigenschaften 

der Hyperfunktionen zusammen und zeigen, dass man jede Kyperfunktion als 

P-Funktional auffassen kann # Damit haben wir auch eine Darstellung der Hyper

funktionen durch die Indikatrizen der zugehörigen P-Funktionale # Im Falle , 

dass P(D) der Laplace-Operator i s t , findet sich diese Darstellung bereits 

bei TILLMANN [ 2 0 ] und MANTOVANI - SPAGNOLO [ 1 3 ] . 

Im letzten Paragraphen geben wir eine Bedingung dafür an, dass eine Funk

tion u ( x , t ) die Indikatrix einer analytischen Funktion ist . u ( x , t ) muss einer 

gewissen Fortsetzbarkeitsbedingung genügen, die auch schon'bei den holomorphen 

Indikatrizen auftauchte [ 2 1 J . Darauf folgt der Beweis des Weyl'schen Lemmas: 

Eine Kyperfunktion *y die einer elliptischen Differentialgleichung Q(D) ^ = 0 

genügt ist eine analytische Funktion . 

Der Beweis verläuft über die Indikatrix , Wir stellen Y als P-Funktional 

dar und beweisen, dass die Indikatrix von V di e Fortsetzungseigenschaft hat . 

Die Resultate dieser Arbeit wurden in zwei Noten [ 1 ] in den Comptes 

Rendus Acad. Sc # Paris angekündigt . 
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Vor kurzem hat SEBASTIAO e SILVA [19] einen Beweis des Weyl ! schen 

Lemmas im Falle des Laplace-Operators von zwei Variablen und des Cauchy-

Riemann-Operators angekündigt # Der Beweis benutzt die Theorie der Silva 1 sehen 

Ultradistributionen . 

Herrn Prof. G # KÖTKE , dem ich die Anregung zu dieser Arbeit verdanke, 

mochte ich an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank abstatten . Ebenso gilt 

mein Dank Herrn Prof. A, MARTINEAU , der mir während meines Aufenthalts 

in Montpellier in vielen Gesprächen wertvolle Hinweise gab # 

§ 1 # Vorbereitungen 

R n sei der n-dimensionale relle Zahlenraum der x = (x. # # # x ) # Wenn 
1 n 

A eine offene Teilmenge des R n i s t , sind die Räume <© ( Q ) , '£(0-) , c£ ) f (Q) 

und ^ ( ^ ) definiert (vgl. 1 1 7 ] ) ; < , >p bezeichne das Skalarprodukt 

zwis chen $HCl) und£>(Q.) bzw. fj(d) und . 

V/ enn aus dem Zusammen

hang ersichtlich ist um welche Menge Cl. es sich handelt, werden wir den Index 

oft weglassen 9 

Sei P( £ ) ein Polynom in n Variablen ^ = ( ^ M # # , vom Grade m , 

P m ( ^ ) sein Hauptteil, d. h, die homogenen Bestandteile von P ( ^ ) vom Gradejxu 

Man ordnet P ( C ) einen linearen partiellen Differentialoperator mit konstanten 

Koeffizienten P (D) , indem man die C v durch i ^ ( k = 1 . t . n ) 

ersetzt . P(D) heisst ell iptisch, wenn P ^ f ^ ) nur ^ = 0 als einzige reelle 
4-

Nullstelle hat # Mit L P(D) bezeichnen wir den zu P(D) transponierten Opera-
)~ t 

tor , den man aus dem Polynom P ( - > ) erhält ; P (D) ist wieder elliptisch , 

Im folgenden sei P (D) immer als elliptisch vorausgesetzt # Es ist bekannt, dass 

jede Lösung T €1 oÖ 1 der Gleichung 

(1) P (D) T = '0 

eine reell-analyti§che Funktion ist und dass P (D) eine Elementarlösung E (x) 

besi tzt , die für x £ 0 reell-analytisch ist (vgl* [ 8 ] , [ 2 2 ] ) . 
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Lemma 1 « Seien S , T , X € Distributionen von denen eine beliebig oft 

differenzierbar ist und zwei kompakte TrSger haben . Dann gilt die Transposi

tionsformel 

(2) < S * T , X > = < T , S * X > 

v 

( * ist die Faltung , S ist die zu S symmetrische Distribution definiert 

durch < S , y> = < £ , f (-x) > ) . Beweis : siehe Formel VI , 4 , 11 von [17] . 

Wenn E (x) eine Elementarlösung von P (D) ist folgt aus Lemma 1 dass 

E (x) = E ( - x ) eine Elementarlösung von F (D) i s t , denn es gilt für alle ^ £ 2) 

< *P (D) E , 4? > = < *P (D) E * O , > = (E * 5 , P (D) 4> > 

= < S , E * P ( D ) 4 > > = < 5 , <f > 

t v V v t <\ 
d.h. P ( D ) E = 0 und ebenso zeigt man dass E *• F (D) = ° . 

bei eine offene Teilmenge in R , wir bezeichnen mit Hp(-O-) den Raum 

der l E , die Lösung der Gleichung ( l ) s i n d . Auf H p ( 0 . ) füh ren wir 

die Topologie der gleichmässigen Konvergenz auf den kompakten Teilmengen 

von £1 ein ; dadurch wir H p ( & ) zu einem (F)-Raum . Der Satz von Banach -

Schauder ze ig t , dass diese Topologie mit der durch £ ( J Q ) auf H p(ri> indu

zierten übereinstimmt . Hp(fl) ist also nuklear . Sei K c R n kompakt, dann 

setzen wir Hp (K) = l im Hp(Cl ) , wobei £1 alle offenen Umgebungen von K 

durchläuft t Man kann sich natürlich auf eine Fundamentalfolge von Umgebungen 

beschränken. Daraus folgt , dass Hp (K) ein ultrabornologis eher ( L F ) -

Raum wi rd , der als abzahlbarer induktiver Limes von nuklearen Räumen 

wieder nuklear ist . 
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§ 2 # Ein Dualitätssatz 

Sei K c R N kompakt , U eine offene Umgebung von K # Im folgenden 

sei O ( x ) eine Funktion, die die Bedingungen : 

( O (x) ist beliebig oft differenzierbar 

(3) < O (x) ~ 1 in einer Umgebung V j c U von K 

CJ M £ 0 in einer Umgebung V^ C (̂ K von £ U 

erfüllt . Sei f € H p (K) und u € H ( ^K) ; f sei in einer Umgebung U von 
^ TP 

K definiert und Ö erfülle die Bedingungen (3) # Dann hat der Ausdruck 

(4) < P (D) ( O f ) , u> u n Q k = ( f , u ) 

einen Sinn # Dabei hängt von der Umgebung U ab , in der f definiert ist . 

Satz 1 # a) (4) definiert eine getrennt stetige Bilinearform auf H.p(K)x H ( [ K ) . 

±- t p 

b) Dieses Skalarprodukt hängt nur von f und u , nicht aber von co 

ab -# 

c) Es gilt ( f , u ) = < P ( D ) ( cof) , u > U n (>K = 0 für alle f 6 H p ( K ) 

dann und nur dann , wenn H ( B n ) . 

Beweis : a) ist klar # b)sei (x/eine andere Funktion die (3) erfüllt, dann ist 

O - cS eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit kompaktem Träger in 

U (\ G K und es gilt : 

< P ( D ) ( O f ) , u > U n j K - < P (D) (6J ' f ) , u > u n QK r 

= < P ( D ) [ ( C O - CO')f ] , U > U 0 ( ; K = < ( 0 - ( ^ ) f , t P ( D ) u > = ö 

da *P(D) u = 0 in der Umgebung des Trägers von O - ¿0' • 

c) Sei u € H ( R N ) , der Träger von P ( D ) ( u ) f ) ist enthalten in U 0 [ K und 
P 

es gilt 

(f, u) = < P (D ) (cOf) , u> u n P K = ( P ( D ) ( ü f ) , u ) n = 
^ R 

= < O f , t P ( D ) u > = 0 da *P (D) u = 0 in R n . 
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Sei nun u £ H t ( £ K) mit ( f , u) = 0 für alle f £ H p ( K ) . Sei 12 eine 

relativ kompakte offene Teilmenge von R mit K e l l und o( (x) eine be

liebig oft differenzierbare Funktion, die in einer Umgebung von Jfl identisch 

eins ist . t P (D) ( o( u) ist definiere in 0 K und hat kompakten Träger .n £ ß- ; 

wir können *P(D)( u) auf ganz R n fortsetzen, indem wir sie in Q iden

tisch Null setzen e Damit ist auch 

* t 

(5) E * l P ( D ) ( u) = v 

auf ganz R n definiert und es gilt 

*P (D) v = *P (D) [ E * *P (D) ( ol u ) ] = *P (D) ( ol u) 

d # h . in XI gilt t P ( D ) v = 0 o Ausserdem stimmen u und v auf -O-O Q K 

überein # Dazu genügt es zu zeigen, dass 

< V , ^ > > = < U , L ( > > für alle <f £ £)( Q 0 t K) . 

Betrachten wir eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit kompaktem 

Träger in Q O C, K , die in einer Umgebung des Trägers von <̂ p identisch 

eins ist . Damit haben wir 

< u , ^ f > p = < $ u , ^ > = < E * P ( D ) ( u) fvp> 

und es gilt wegen (5) 

< v - u , ^ > = < E X l P ( D ) [ ( o { - | i ) u ] , v f > ^ p R . 

Nun ändert sich die rechte Seite nicht, wenn , wir die Skalarprodukte über ganz 

R n erstrecken und die Transpositionsformel (2) ergibt 

< E *• l P(D5 [ ( - fr) u ] , <f >=<*P(D) - ( * ) u ] , E * vf > . 

Bezeichnen wir mit U das Komplement des Trägers von , so sieht man aus 

der Definition von o{ und , dass gilt *P(D) £ ( <a| - u ] = 0 in einer 

Umgebung von £u und einer Umgebung von K . Wir können also die Skalar

produkte auf U n [ K beschränken ; dort ist aber P ( D ) ( E * f ) = 0 d.h. 

E*iJ 6 H p ( K ) ist definiert in U , ^ - = ¿0 erfüllt die Bedingungen (3 ) , 
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und man erhält mit der Voraussetzung über u : 

<*P(D) [ < * - f t ) u , E ^ f ) = < t P(D)(63 u ) l E #*f> = < u , E # f > = 0 . 

Ufl 0 K-

u stimmt also auf K mit v übereip , v ist in einer Umgebung von K 

definiert und liefert daher die Fortsetzung von u auf K und damit auf den 

ganzen Raum # 

Der Unterraum von H ( L K) , der aus den Einschränkungen der Funk-

tionen von (R ) auf ^ K besteht , sei der Einfachheit halber wieder mit 

H ( R n ) bezeichnet # 

Corollar . H f ( R n ) ist abgeschlossen in H ( [ K) , 
t p t p 

Beweis : H ( R n ) ist der Durchschnitt der Nullrfiume der stetigen Linearformen 

u (f ,u) * f £ H p ( K ) . 

Satz 2 . (GROTHENDIECK [ 5 ] , Theorem 4 ) : Der duale Raum zu K p ( K ) ist 

der Quotientenraum H ( K) . Die Dualität ist gegeben durch die 
P / H. ( R n ) 

Bilinearform (4) . 

Beweis : Satz 1 besagt , dass jedes Element aus diesem Quotientenraum eine 

stetige Linearform auf Hp(K) erzeugt # Es bleibt zu zeigen, dass jede stetige 

Linearform *y auf Kp(K) auf diese Weise erhalten werden kann # ist 

genau dann eine stetige Linearform auf Hp(K) , wenn für jede offene Umgebung U 

von K , die Einschränkung von 'V auf Hp(U) stetig ist . Nach dem Satz von 

Hahn - Banach lässt sich X\> fortsetzen zu einer stetigen Linearform auf ö (U) % 

Es gibt also eine Distribution T ^ mit kompaktem Träger in U , sodass gilt 

< T , f > = y ( f ) 

für alle f £. Hp(U) . Wir setzen nun 

V 

(6) u = E * T , 

und es gilt 

(7) *P(D)u = lP(D){E * T ) = T y . 
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Im Komplement des Trägers von T... erfüllt a l s o ^ i e Differentialgleichung 
t . 

P ( D ) u = 0 . Wir zeigen nun, dass u nur von \^ nicht aber von der gewählten 

Umgebung U von K und der Distribution abhängt , Seien U und U f 

zwei offene Umgebungen von K , v/ir können annehmen U f Q U , und seien T 

und S Fortsetzungen von *y auf ^ (U) bzw. ^ (U 1 ) . Es genügt zu zeigen, dass 

\ E - K ( T - S ) , L f > = 0 für jede beliebig oft differenzierbare Funktion vp mit kom

paktem Träger in {j\J . Es gilt aber 

< E # (T - S) , *f > = < T - S , E * 4> > 

E ^ ^ ist eine Funktion aus Kp(U) und auf diesen Funktionen stimmen T und S 
v r Y 

überein, d.h. < E X (T - S) , 4> > = 0 . Daraus folgt dass E * T und E * S 
r v r 

in \j U übereinstimmen , E * S gibt also eine Fortsetzung von E I T auf 

[Ju1 . Wählt man U immer kleiner , so sieht man dass man u auf ganz 

fortsetzen kann . 

Es bleibt noch zu zeigen, dass die so bestimmte Funktion u die Linear

form "V e r zeug t . S*i f £ Hp(K) in der Umgebung U von K definiert und 

sei T ^ die Fortsetzung von \\> auf P (U) . CO sei eine Funktion, die (3) er

füllt und in einer Umgebung des Trägers von T identisch eins ist . Dann gilt 

CO f = E * P (D) ( CO f) und weiter ^ 

V (f) = < T v , f > = < T ^ , O f > = < T V , E ^ P ( D ) ( u ) f ) > 

= <E X T ^ , P (D) ( CO f) > = < u , P (D) O f > 

d. h. (u , f ) = \ ^ ( f ) . Damit ist der Dualitätssatz vollständig bewiesen . 
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§ 3 . F - Funktionale 

Wir betrachten nun den R n mit den Variablen x = (x. . . . x ) eingebettet 

H'h 1 n ^ 

in den R mit den Variablen (x , t ) = ( X j . . . x f t} * Auf R sei ein el

liptischer Differentialoperator G(D) vom Grade m gegeben . Für den Haupt

teil des zugehörigen Polynoms G( ^ ) gelte C ( ^ ) ^0 für reelle ^ . Daraus 

folgt , dass m eine gerade Zahl sein muss (vgl. [ 2 2 ] p ro? , 20 . 1 } , also gilt 

auch P ( c , f ) = C ( S ) + t : m 0 und P (C , *£) = 0 genau dann wenn m ^ m ^ ' m m 

( ^ ) = 0 . Der auf R n + 1 definierte Operator P (D) = O (D> + ( i ~ ) ist 

also wieder elliptisch . Im folgenden sei P (D) immer von dieser Form . 

Sei nun K eine kompakte Teilmenge des R n , Hp(K) = lim Hp(-Q) der 

oben definierte Raum der Funktionen f die in der Umgebung von K die Glei

t e 1 

chung (1) erfüllen, wobei £1 alle in RA" offenen Umgebungen von K durch

lauft. 

bei a c R n offen, dann bezeichnen wir mit Q die Vereinigung von 

^ mit allen relativ kompakten Zusammenhangskomponenten von £ Q , n ist 

wieder offen [ 10 ] # 

Lemma 2 . Sei K C R n kompakt, dann existiert eine Fundamentalfolge von 
— — — — 

offenen Umgebungen C R n + von K mit • 

n4* 1 
Beweis : Sei vL^ die Menge aller (x , t ) c R die von K einen Abstand 

< ~ haben . Diese erfüllen offenbar die Bedingung des L e m m a s , denn 

wenn ein Punkt ( x , t ) nicht in Q.^ l iegt , dann liegt eine ganze zur t-Achse 

parallele Halbgerade von (x , t ) aus ebenfalls nicht in -Q . ; L Q_ hat nur 

eine Zusammenhangskomponente, die nicht relativ kompakt i s t . 

Aus dem Lemma folgt sofort 

Satz 3 . H p ( R n + 1 ) ist dicht in H p ( K ) . 

Beweis : Es genügt zu ze igen, dass jede stetige Linearform auf R p ( K ) , deren 
n4* 1 

Einschränkung auf H.p(R ) verschwindet, identisch Mull i s t . Sei V eine 
n+1 

derartige Linearform. Nach ["lOj Chap. III, prop. C ist Hp(R ) dicht in 

Kp( Q. ) für alle f l ^ d e r in Lemma 2 konstruierten Folge . Daraus folgt , dass 

die Einschränkung von *\\> auf H p ( 0 . ^ ) verschwindet für alle i) . 
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Da Kp(K) = lim H p ( Q-.J i s t , folgt dass ^ auf H p ( K ) verschwindet . 

Satz 3 gestattet es , Linearformen auf Hp(K) für verschiedene K zu identifi

zieren . 

Definition 1 . Seien Kj und kompakte Teilmengen des R n und 

V i ^ ^ p ^ i ^ 9 í i = 1 » 2) . Die heissen äquivalent, wenn ihre Einschrän-

n*4* 1 

kungen auf H^ÍR ) übereinstimmen . Eine Klasse äquivalenter Linearformen ^ 

heisst ein P-Funktional mit kompaktem Träger in R n . 

Lemma 3 . Seien Kj und kompakt in R n mit Kj O 4 0 . Für alle 

f e Kp(Kj O K 2 ) existieren f. 6 K p ( K . ) (i = 1 , 2) , sodass f = f 1 " f 2 # 

Beweis : Sei 1P die Garbe der Keime von Lösungen der Gleichung (1) • Für ein 

offenes í l C R n + 1 gilt H° ( Cl , P ) = H p ( Í 1 ) (vgl. [ 3 ] , Theorem 4. 4. 1 ) und 

falls Í1 P-konvex ist gilt nach [ 11 ] , Theorem 1 : H 1 ( Q . , 1P) = 0 . Für einen 

elliptischen Operator ist jedoch jede offene Menge P-konvex ( [ 8 ] , Cor . 3 .7 . 1 ) . 

Durch Ubergang zum induktiven Limes erhält man H ° ( K f P ) = H p ( K ) und 

H*(K, 1P ) = 0 für jedes kompakte K C R n . 

Betrachten wir nun die exakte Sequenz ( [ 3 ] , 5 .6) 

0 - ^ H P i K j u K 2 , P ) I ^ i K j , tf>) X H ° ( K 2 , ( P ^ H ^ K j O K ^ i P } - * 0 . 

Die Null am rechten Ende rührt von der Tatsache her , dass H*(Kj <j K^ , )P) = 0 

ist . Die Abbildung TT ist gegeben durch (f j , {^) _> f j - f̂  und da die Sequenz 

exakt i s t , ist T T surjektiv 9 

Bemerkung . Die Abbildung TT ist offenbar stetig , und aus der Verallgemeinerung 

des Satzes von Banach - Schauder (vgl. die Einleitung von £7 J, oder£2]Chap, III , 

§ 3 Exercise 13} folgt , dass TT ein topologischer Homomorphismus ist . 

Satz 4 . Sei V e * n v o n Null verschiedenes P-Funktional auf R n , dann existiert 

ein minimales kompaktes K C R n mit "V̂  €, K^ÍK) . Dieses K heisst der Träger 

von ^ , und wir schreiben K = CT ( ^ ) , 
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Beweis : a) £ H p í K j ) und y z <= H ' p ( K 2 ) seien äquivalent . W i r definieren 

dann ein ye H p í K j O K 2 ) das zu *vy j und "M>2 äquivalent ist . Sei f (5 HpiKjOiy 

dann existieren nach Lemma 3 f̂  é H p ( K j ) und £ H p ( K 2 ) derart , dass 

f = fj - f2 , und v/ir setzen ^\>({) = Yj ( f j ) - " H ^ ^ ' D i e s e Definition ist sinn

voll , wenn v/ir zeigen können, dass V ( f ) = 0 falls f j - f 2 = 0 in einer Umge

bung von Kj H K 2 . Unter dieser Bedingung sind aber fj und f 2 Einschränkun

gen einer Funktion g £, K p ( K j o K^) , und da K p ( R n + 1 ) dicht in H p ( K j u K 2 ) 

i s t , gilt wegen der Äquivalenz von ' V j und \ ^ 

V ^ f j ) = (g) = V 2 ( g ) = Y 2 ( f 2 ) . 

Daraus folgt auch, dass = 0 i s t , falls K } O K 2 = Í • Die Stetigkeit von \p 

folgt aus der Stetigkeit der ^ . (i = 1 , 2 ) und der Tatsache , dass die in Lemma 3 

definierte Abbildung ein topologischer Homomorphismus ist # V ist äquivalent 

zu und ^2 9 denn sei g K p ( R n + * ) , dann stellen wir g in der Form 

g = g - 0 dar und erhalten \^ (g) = ^ (g) . 

¿a 

b) Damit ist zunächst gezeigt , dass wir uns beim Beweis aufeinander 

enthaltene kompakte Mengen beschränken können . Diese haben einen nichtleeren 

Durchschnitt K , Dann genügt es , eine Folge von kompakten K zu betrachten mit 
oo 

K ^ + 1 C und Q = K , Seien £ H f

p ( K ^ ) gegeben , die alle 

untereinander äquivalent sind ; wir müssen zeigen, dass es ein 1^ €: K fp(K) gibt, 

das zu den äquivalent ist , Sei £1^ eine Umgebungsbasis von K mit 
# Für jedes i existiert dann ein derar t , dass Umgebung von 

i 
K j ist . 'Vj definiert eine stetige Linearform auf HD(ÍI.) und da alle 

i i ^ 1 

äquivalent sind, stimmt für k £ i die Einschränkung von auf R p ( Q . ) mit 
X A 1 

überein # Damit ist aber eine stetige Linearform auf dem induktiven Limes 
i 

der Kp(Cl^) d # h . auf K p ( K ) definiert, die nach Konstruktion äquivalent zu den 

Vj) i s t . 

Bemerkung : Für die Träger von P-Funktionalen gilt offenbar 

CT ( ^ j + Y2) C CT ( ) O CT ( \Y2) und (T \f) C (TOf ) . 
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Satz 5 . S e i CT ("4>) 1=1 1 dann existieren V- mit C T ( ^ ^ C K. (i = 1 k), 

Je 

sodass V = ^) v Y . 
i=l 

Beweis : Betrachten wir die Abbildung 

k 

IT H p ( K . ) K'p(K) gegeben durch 
k 

( y x . . . v k > - > Z Z V i • Die dazu transponierte Abbildung 
k 

K p ( K ) ^ Y ^ p ( K ) 

ist gegeben durch f — >̂ ( f . 9 9 . f. ) , f. die Einschränkung von f auf K. . 
1 ix 1 1 

Diese Abbildung hat einen abgeschlossenen Bildyaum und daher ist die ursprüng

liche Abbildung surjektiv ( [ 2 ] , Chap, IV , § 4 , prop. 5 ) , Sei eine Folge von 

P-Funktionalen ^ . gegeben . Wir nennen die formale Reihe X L ^ . lokal -

endlich, wenn die QT ( eine lokal - endliche Uberdeckung von R bilden . 

Eine lokal - endliche Reihe heisse lokal - t r ivial , wenn für alle x £ R gilt : 
\ — » 

j- :x€cr(Yj) J 

Zwei lokal - endliche Reihen Yj und heissen äouivalent. wenn 

XI(V- - 9- ) lokal trivial i s t . Dabei brauchen die y. und 9- nicht von 

vornherein dieselben Träger zu haben t Man kann dies jedoch immer erreichen, 

indem man die und 0 . nach Satz 5 zerlegt . Die so entstehenden neuen 

Reihen sind dann zu den ursprünglichen 'äquivalent . Die Aquivalenzklasse einer 

lokal - endlichen Reihe nennen wir ihre Summe , 

Definition 2 . Ein P-Funktional mit beliebigem Träger auf R n ist die Summe 

einer lokal - endlichen Reihe von P-Funktionalen mit kompaktem Träger # 

Bemerkung : a) Die Summe einer lokal - endlichen Reihe ist von der Reihenfolge 

der Terme unabhängig . 

b) Diese Konstruktion lässt sich auch für eine beliebige loka l -

abgeschlossene Menge in R n durchführen , 

c) Die lokale Trivialität einer Reihe XI ^ • ist eine lokale Eigen

schaft « Wir können daher sagen, wann zwei P-Funktionale in der Umgebung 

eines Punktes tibereinstimmen . und © . stimmen genau dann in der 

Umgebung von x tiberein, wenn - ö . ) lokal trivial in der Umgebung 

von x ist • 
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d) Die Menge der Punkte, wo JEn^- = 0 i s t , ist offen, denn wenn (8) 

in einem Punkte x erfüllt i s t , dann gibt es eine ganze Umgebung von x in 

der (8) erfüllt ist . Das Komplement dieser Menge heisst der Träger von 

Satz 6 • Sei U eine relativ kompakte offene Teilmenge des R n und \ ^ ein 

P-Funktional auf U . Dann existiert ein P-Funktional 9 m *t kompaktem Trä

ger in U das mit Y auf U übereinstimmt . 

Beweis : Sei K C U kompakt, mit K bezeichnen wir wieder die Vereinigung 

von K mit den bezüglich U relativ kompakten Zusammenhangskomponenten 

von U - K . K ist wieder kompakt [ lOJ. Wenn K = K , ist H f

p(Ü - U) 

dicht in H f

T D (U - K) ; (der Beweis ist wortlich derselbe wie der von Lemma 1 

in f 143 ) • Es existiert eine Folge ^ von kompakten Mengen mit K. C K . + j 

rU oo 
und Kj = K. für alle i derar t , dass U = ( J K. t Sei \ ^ ein P-Funktional 

auf U , wegen Satz 5 können wir annehmen, dass \ ^ durch eine lokal-endliche 

Reihe X^Yj definiert ist derar t , dass die Träger der in K . + j - K. ent

halten sind . Sei d. eine Metrik auf H ' p ( U - K.) ; (H ' p (U - K.) ist ein (F ) -
3 3 3 

Raum) ; die Einbettung von H f

p (U - K.) in Wp(V - K.) für j < i ist stetig . 

Man kann nach dem oben gesagten ein ^ £ H fp(U - U) finden mit 

d. - f .) ^ ~ . Daraus folgt , dass die (nicht lokal-endliche) Reihe 
i J 3 2

n 

)̂ \ (*y . - konvergiert gegen ein Element © Hp(U) • Nun zerlegen wir 

0 in der Fo rm :. ^ . j 

1 = 1 1 = 1 1 = j 

Der letzte Term konvergiert in H ?p(U - K.) , stellt also ein P-Funktional auf 
3 

U - K. dar , die zweite Summe ist ein P-Funktional auf U - U. im Innern 
J 3 

von K. bleibt nur der Beitrag der ersten Summe , ^ stimmt also im Innern 

von K. mit \y IIb e rein für alle j f d. h* Q stimmt in U mit \ ^ überein,. 
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Wir wollen nun eine zweite Definition für die P-Funktionale herleiten , 

Wir bezeichnen mit H*p(R n) den Raum aller P-Funktionale mit kompaktem 

Träger in R " . H ' p ( R n ) ist offenbar ein linearer Raum . Wir fassen H ' p ( R " ) 

als konstante Garbe auf R auf und betrachten die Untergarbe <jj- die durch 

das Garbendatum 

J (U) = [Y £ H « p ( R n ) ; CT (y) O U = 0 ] 

gegeben ist « 

Definition 3 # Die Quotientengarbe H ? p(R n ) . = heisst die Garbe der 

Keime von P-Funktionalen . Diese Definition wird gerechtfertigt durch 

Satz 7 . a) H !

p ( R n ) = ( R n ,ÜLp) (Raum der Schnitte mit kompaktem Träger). 

b) Der Raum der Schnitte mit beliebigem Träger P ( R n ,№/p) kann 

mit dem Raum der P-Funktionale im Sinne der Definition 2 identifiziert werden . 

c) Die Garbe Ül>p ist welk # 

Beweis : Sei der Unterraum von H p ( R n ) der aus allen ^ besteht mit 
x ^ CT ( ^ ) • Der Halm von (Xp im Punkt x ist dann gerade 

UL(x) = H' (R ) , . Wir bezeichnen mit P die kanonische Abbildung 
N X 

x 
P x : H p ^ R ' >OüpM • Jedem y <£ H f

p ( R ) können wir dann einen Schnitt 

£ p (R 9OLp) zuordnen , indem wir setzen s^(x) = P x (
x ( ; ) • Der Träger 

von s stimmt mit dem von \p überein , da s (x) = 0 genau dann wenn 

\ ^ £ N x , d.h. wenn x CT* ( \^ ) . Diese Zuordnung lässt sich auf die 

P-Funktionale mit beliebigem Träger fortsetzen , indem wir der lokal-endlichen 

Reihe J l ^ . den Schnitt zuordnen , denn in T ( R n , Otp) hat diese 
' i 

Summe einen Sinn . Der Kern bei dieser Abbildung besteht genau aus den lokal

trivialen Reihen . Die Abbildung ist surjektiv ; es genügt, dies lokal nach

zuweisen . Sei s £ P ( R n , Oip) , dann existiert nach Konstruction der Garbe 

ül^p zu jedem x eine Umgebung , sodass die Einschränkung von s auf U im 

Bild der oben definierten Abbildung liegt . Damit ist a) und b) bewiesen , 

c) folgt aus Satz 6 , indem man den auf der offenen Menge U definierten Schnitt s 

zunächst auf U fortsetzt und dann ausserhalb von U Null setzt . 
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Im folgenden benötigen wir relative Kohomologiegruppen mit Koeffizien

ten in einer Garbe . Sei X ein töpologischer Raum, Z eine lokal-abgeschlo gr-

sene Teilmenge von X und <F eine Garbe auf X # Sei U eine in X offene Menge, 

in der Z abgeschlossen ist . P̂ *"* » 3" ) bezeichnet die Gruppe der Schnitte 

von er über U mit Träger in Z . Wenn V ( U eine andere derartige Menge 

i s t , sieht man le icht , dass P z ( U , f ) = ^ Z

( V ' < F ) ; H (U f £ ) hängt also 

nicht von U ab und wir setzen № > <F ) = ^ £ ^ 9 ^ 9 r e l a t * v e n Kohomo

logiegruppen von X mod Z mit Koeffizienten in £ sind die von dem Funktor 

P Z ( X , J" ) abgeleiteten Funktoren , Zur Berechnung der H * z ( X , $ ) betrach

tet man eine welke Auflösung 0 — » —^ <f — » 3Tj von 

und erhält die H * Z ( X , 3-) als die Kohomologie des formalen Komplexes 

P Z ( X , 3P ) —^ P 7 ( X , ^ ) 5, . . . . # Wenn Z in X abgeschlossen i s t , 

ist für eine welke Garbe 0J der Homomorphismus P ( X , Üj ) » P ( X - Z 

surjektiv, da sich jeder Schnitt über der offenen Menge X - Z zu einem Schnitt 

auf ganz X fortsetzen lässt . Der Kern dabei ist gerade P Z ( X , üp und wir 

erhalten die exakte Sequenz 

0 - * P Z ( X , < ^ > - > T ( X , ( ^ )—> r < X - Z . ( J ) — » 0 

Wendet man dies auf eine welke Auflösung einer beliebigen Garbe cF an , so 

erhält man eine exakte Kohomologiesequenz 

0 — > H ° Z ( X , ? ) - > H ° ( X , cF ) - > H ° ( X - Z , J ) - > H !

Z ( X , f ) 

Sei Z in X abgeschlossen, dann definieren wir Garben 3 ^ Z ( X , cF) 

durch die Garbendaten U —> H^ Z ( U , cF ) • Falls diese Garbendaten Null 

sind für i = 0 , 1 , . . . q - 1 , ist das Garbendatum U —> H^j ^ Z ( U , 3" ) bereits 

eine Garbe und die Gruppe der Schnitte ist H^, ( X ) . 

Sei * ^ die Garbe der Keime von Lösungen der Gleichung *P(D)f = 0 

und U offen in R n + * . Dann ist das Garbendatum U—>H° (U , ) pleich 
R n O U 

Null , also ist U-f rH 1 ( U ^ I P ) bereits die Garbe ( R n + 1

 f

 t | f > ) und 
U O R n R n 

die Schnittgruppe ist K * n ( R n + * , ) . 
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Satz 8 . Die Garbe ^ > * n ( R n + * $ ist isomorph zu Ulfa t 

Beweis : Es genügt zu ze igen, dass die beiden Garben dieselben Schnitte mit 
n 1 n̂ * 1 t kompaktem Träger haben # Sei also K C R , dann ist ein Schnitt von n ( R , $) 

über K ein Element von K ^ ( R n + \ *p ) # Betrachten wir die exakte ^ 

Kohomologie s equenz : 

o - * H ° ( R n + 1 , V ) - » H ° ( R n + V p ) , - » H 0 ( R n + 1 - K , *tf 

Wir haben bereits gesehen,dass K ° ^ ( R n + ^ , t | f > ) = 0 ist und nach C1 l ]Theorem 1 

ist H 1 ( R n + 1 , *P ) = 0 . Wir haben also 

4 » - . m p > . % ( R " + 1 - > ; ( R n + 1 ) . 

Nach Satz 2 ist dieser Cuotientenrzun\isomorph zu H'p(K) , d, h, jedes Element 

von H ^ ( R n + 1 , tÖ°> ist ein P-Funktional mit kompaktem TrSger in K . 

Bemerkung . Betrachtet man die exakte Kohomologiesequenz mit R n anstatt K , 

so ergibt s i ch , dass H* ( R n + * , t ^P) Isomorph zu 
R n 

H T ( R N + 1 - R N ) ^ 

P X H. ( R n + 1 ) 

ict t Man kann also jedes P-Funktional auf R n darstellen durch eine Klasse von 

Funktionen u(x , t) die für t ẑ r 0 definiert sind und die Gleichung t P(D)u(x, t )= 0 

erfüllen # Zwei solche Funktionen definieren dasselbe P-Funktional, wenn sie 

sich um eine Funktion aus H (R n + *) unterscheiden . Wir nennen u ( x , t ) eine 

Indikatrix des P-Funktionais 
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§ 4 # Analytische Funktionale 

Wir stellen hier die wichtigsten Eigenschaften der analytischen Funk

tionale mit reel lem Träger zusammen . Eine genauere Darstellung findet sich 

in der Arbeit [ 14 ] . Wir betten den R n in den komplexen n-dimensionalen 

Raum C ein . Sei eine offene Teilmenge des C , dann bezeichnet man 

üblicherweise mit H den Raum der au Q- holomorphen Funktionen . H(.fZ) 

wird zu einem (F) - Raum , wenn man ihn mit der Topologie der gleichmässigen 

Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von versieht . Sei K C R 

kompakt, dann ist H(K) = l im H (-GL) f wobei fl alle offenen (komplexen) Um

gebungen von K durchlauft . H(K) ist mit der Topologie des induktiven Limes 

versehen ein (LF) -Raum . H(C n ) ist in H(K) dicht für alle K C R n C 1 4 } , ' 

man kann also wieder Linearformen auf verschiedenen K identifizieren, wenn 

ihre Einschränkungen auf H(C n ) übereinstimmen . Ein analytisches Funktional 

mit kompaktem Träger in R n ist dann eine Klasse von äquivalenten stetigen 

Linearformen . Man kann die Existenz eines Trägers beweisen, und es gelten 

die den Sätzen 4 und 5 entsprechenden Aussagen # Man kann ebenfalls lokal

endliche Reihen T^qp. betrachten ; zwei solche Reihen 21 und ^ N 0. 

heissen äquivalent, wenn TL (y. _ ) die Bedingung (8) erfüllt, und die 

Aquivalenzklasse einer Reihe heisst ihre Summe . 

Definition 4 . Eine Hypcrfunktion (analytisches Funktional mit beliebigem Träger 

auf R n ) ist die Summe einer lokal-endlichen Reihe von analytischen Funktionalen 

mit kompaktem Träger . 

Analog zur Garbe 01^ kann man eine Garbe Oi der Keime von Hyper-

funktionen definieren , und es gelten die den Sätzen 6 und 7 äquivalenten 

Sätze ( [ 1 4 ] , prop. 3 Thm. 1. ) .Dem Satz 8 entspricht die Tatsache, dass 

isomorph zur Garbe 3(5 ^ U » O-*1) * s t » wobei X l n die Garbe der Keime 
R n 

von holomorphen Differentialformen vom Grade n ist (f 14] , Theorem 2 ) , 

Wir können jeder Funktion f ( x , t ) £ H p ( K ) die Einschränkung f(x, 0) 

auf K zuordnen . f ( x , 0) ist reell-analytisch und kann also in eindeutiger Weise 

zu einer holomorphen Funktion in einer gewissen komplexen Umgebung von K 

fortgesetzt werden . Damit ist eine Abbildung TT : Hp(K) ^ H(K) definiert . 
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Lemma 4 . Die Abbildung "H" ist surjektiv , Sei f Q (x) £- H(K) holomorph in 

der komplexen Umgebung £1. von K , Dann betrachten wir folgendes Cauchy-

Problem : 

( i ) P(D) f ( x , t ) = 0 in einer Umgebung U C R n + 1 von K 

( i i ) f ( x , 0) = f Q (x) 

( i ii) Ü - i - (x , 0) = 0 für I> = 1, 2 . . . m - 1 . 

Falls ein solches f ( x , t ) exist ier t , muss es reell-analytisch sein und wir 

können f ( x , t ) in jedem Punkt x t K in eine Potenzreihe entwickeln 

Aus der Bedingung ( i ) erhalten wir dann 

r' ü rr—7 . >>- m 

4 Q(D) a (x) -L- + 2 _ , ( i ) m a , ( x ) 

Koeffizientenvergleich ergibt 

(9) ( - i ) m Q ( D ) a 0 ( x ) = - a

l ; + m ( x ) . 

Bedingung (iii) ergibt a ^ ( x ) = 0 für ^ = 1 , 2 m - 1 und (9) zeigt , dass 

a^(x) = 0 für 0 4 k m (k = 1, 2 , , , ) , Schliesslich erhalten wir aus der 

Bedingung (ii) 

a (x) = f (x) und (9) ergibt o o 

a. (x) = ( i ) k m Q ( D ) k f (x) 
k m o 

sodass schliesslich bleibt 

oo k m 

£ ( x , « ) - I I 0 ( D ) k u(x) « k m . 

Legen wir um x einen kleinen in O enthaltenen Polyzylinder 

Z : £ z Ol ; | x^j - z ^ | < r 1 so gilt für f Q (z ) in Z die Cauchy'sche Un

gleichung 
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n 

mit h = ( ) V . . h » ; r = > V - - - I V » I i " ! ~~^t^i 

und M = sup u ) . Daraus kann man nun für Q ( D ) k f (x) die Abschätzung 

° 
, Q . D ) k f o ( x ) | < C ^ ^ 

herleiten mit zwei Konstanten C und N . Dann gilt 

TT 7 T k m ^T"7
 • , k m 

| f ( x , t ) | < 2_ | Q ( D ) k f o ( x ) | ^ £ Cj 
k k 

Die Reihe für f ( x , t) konvergiert also in einer Umgebung von x für | t | <N # 

Aus der Konstruktion sieht man, dass die Lösung f ( x , t ) des Cauchy-Problems 

eindeutig von f Q (x) abhängt . Man hat also eine injektive Abbildung 

([> : H(K) —* H p ( K ) definiert durch <| ( f Q ) = f . Ausserdem ist T\\o <£ die 

Identität auf H(K) . 

(H(K)) ist ein Unterraum von H p ( K ) , nämlich der Raum aller f(x, t), 

die die Bedingungen (ii) und (iii) des Lemmas erfüllen, und ^ o TT ist eine 

Projektion von Hp(K) auf Ej • Man sieht le icht , dass in Hp(K) ab

geschlossen ist , und dass ist als Unterraum eines D'S-Raumes wieder 

ein D S -Raum , und deshalb ein ( LF)-Raum . 

Lemma 5 . T\ : Hp(K) —> H(K) ist ein töpologischer Homomorphismus , 

: H(K) Ej ist ein töpologischer Isomorphismus # 

Beweis : Hp(K) , K(K) und E^ sind ultrabornologische (LF)-Räume, sodass 

wir den Graphensatz und den Satz von Banach-Schauder anwenden können 

(vgl»L?l f [¿3 ) « Da aus der Konvergenz im Sinne der Topologien von Hp(K) , 

H(K) und Ej jeweils die punktweise Konvergenz folgt , ist der Graph der A b 

bildungen TT und abgeschlossen, und da beide Abbildungen surjektiv sind, 

folgt mit dem Satz von Banach-Schauder die Behauptung # 

Bemerkung # Daraus folgt nun dass $ o TT eine stetige Projektion auf ist . 

Sei E^ der Kern von *t , dann stellt sich Hp(K) dar als topologische 

direkte Summe H p ( K ) = Ej 9 E 2 . 
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Jedes P-Funktional lässt sich dann eindeutig in eine Summe = 

zerlegen derart , dass die Einschränkung von 1 .̂ auf E. (i = 1 , 2 ) verschwin

det # Wir können, da E^ isomorph zu H(K) is t , jedem analytischen Funk

tional ^ eineindeutig ein P-Funktional 0 zuordnen durch 0 = 0 + Y • 

P-Funktional ist genau dann ein analytisches Funktional, wenn bei der obigen 

Zerlegung seine erste Komponente verschwindet # 

Lemma 6 « Sei *y ein analytisches Funktional # Dann stimmt der Träger von ^ 

als analytisches Funktional mit dem Träger von ^ als P-Funktional überein , 

Beweis . Sei K der Träger von "Y als analytisches Funktional, K ! der Träger 

von *y als P-Funktional . Da für jedes K , H'(K) in H'p(K) eingebettet werden 

kann, muss K f in K enthalten sein . Da andererseits K 1 der Träger von Y 

als P-Funktional i s t , ist die Einschränkung von "Y a u * Hp(K) stetig in der 

von Hp(K') induzierten Topologie . Dann ist aber a u c h stetig auf H(K) in 

der durch H(K f) induzierten Topologie , da TT ein topologischer Homomor

phismus war , Nun ist H(K) dicht in H(K f) (da bereits H(C n ) dicht is t ) und 

lässt sich wegen der Stetigkeit auf H(K') fortsetzen • 

Satz 9 . Die Garbe Uly der Keime von Hyperfunktionen ist eine Untergarbe von 

Beweis : Eine Kyperfunktion wird dargestellt durch eine lokal-endliche Reihe 

von analytischen Funktionalen mit kompaktem Träger , wir ordnen 

die Reihe TT 0. zu , wenn 9. die durch die "tf. definierten P-T i —̂̂  1 1 1 
Funktionale sind Ä Aus Lemma 6 folgt dass ) _ \ ö . genau dann lokal-trivial 

i s t , wenn lokal-trivial ist . 

Bemerkung. Da jede Hyperfunktion in eindeutiger Weise ein P-Funktional 
n*f* 1 n 

best immt, können wir sie durch eine Indikatrix u(x , t ) £ H (R. - R ) dar-
*P 

stellen (s . Bemerkung nach Satz 8) # 
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§ 5 f Das Weyl 'sche Lemma 

Um das WeyPsche Lemma beweisen zu können müssen wir noch ein 

Kriterium dafür angeben, wann eine Kyperfunktion eine analytische Funktion 

i s t , und definieren was wir unter der Ableitung einer Hyperfunktion verstehen , 

Man weiss , dass jede Schwartz'sche Distribution eine Hyperfunktion definiert 

( [ 1 4 ] , [ 1 5 ] , [ 2 1 ] ) und damit auch ein P-Funktional . Sei T zunächst eine 

Distribution mit kompaktem Träger in K , T definiert eine stetige Linearform 
v " t y < r 

auf Rp(K) . Sei E die Elementarlösung von P(D) dann ist u ( x , t ) = E*(T ) 
n*f 1 

eine Funktion aus R (R - K) . Geht man den Beweis von Satz 2 durch so 
r P 

sieht man, dass dieses u (x , t ) eine Indikatrix von T is t , und man erhält T 

oder zumindest T # ' o t aus u ( x , t ) , indem man den Operator *P(D) auf 

u ( x , t ) anwendet (im Sinne der Distributionentheorie) . Sei umgekehrt 

u ( x , t) £ H f ( R n + ^ - K ) eine Funktion, die sich als Distribution auf ganz R n + * 
p

 t 

fortsetzen lässt « Dann ist P(D) u ( x , t ) eine Distribution mit Träger in K 

k 

und lässt sich daher als endliche Summe darstellen , wobei 

0= 0 y 

die T^ Distributionen auf R n mit Träger in K sind . Man kann annehmen 

dass k < m , denn sei >y m , dann gilt für jede Funktion f £ Hp(K) 

< T , • 5 t

w . f > = < - n M < T , • • S { " - m ) . 4 ^ > -

e t 
Nun erfüllt f die Differentialgleichung 

P(D) f = Q(D) f + ( i ) m -±LJL = o 
^ > t m 

d.h. = - (i) Q(D) f und es gilt weiter 
d)t 

<T0 © $ \ , f > = - ( i ) m < 4» l [ * ' m ) , Q ( D ) f > = 

= _ ( i ) m < t Q ( D ) . © %{^'m)
 , f > 

d.h. » S (

t °
}
 = - ( i ) m l Q(D) T «Sj^"" 1 * als P-Funktional . 

Wenn D - m < m ist , sind wir fer t ig , andernfalls wiederholen wir das Ver 

fahren . Betrachten wir nun das P-Funktional 
r̂ i 1 

T F o i) ° t 
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u ( x , t ) ist eine Indikatrix von \y , denn E * t k?.nn sich von u ( x , t ) nur 

um eine Losung v der homogenen Gleichung *P(D) v = 0 unterscheiden , die 

in ganz R n + 1 definiert i s t , d.h. v £ H ( R n + 1 ) # Wenn 'Y eine Distribution 
P 

sein s o l l , muss bei der Zerlegung ^ = + ^ 2 ( s # Bemerkung nach Lemma 5) 

seine erste Komponente verschwinden # Man hat 

m-1 

^ 1 A i ; ^ ° t U • 

In diesem Fall stellt u ( x , t ) dann die Distribution T q dar , denn man hat 

*P(D) u ( x , t ) = T q ® St . 

Diese ganzen Überlegungen lassen sich auf den Fall beliebiger Träger über

tragen , denn jede Distribution ist lokal-endliche Summe von Distributionen mit 

kompaktem Träger . 

n*̂" 1 n 
Eine Funktion u ( x , t ) € H (R - R ) zerfällt in zwei Komponenten, 

P 

die für t > 0 bzw. t < 0 definiert sind . Wir setzen nun voraus , dass sich 

jede dieser beiden Komponenten reell-analytisch in eine Umgebung von t = 0 

fortsetzen lässt # Dabei brauchen die beiden Fortsetzungen für t = 0 nicht 

übereinzustimmen # Wir setzen 
j ^ u ( x , t ) für t > / 0 ; f u ( x , t ) für t i 0 

u + ( x , t ) =<( ; u~(x, t) = | 
[ 0 für t < 0 I 0 für t ^ O 

wobei u* und u" für t = 0 durch die Fortsetzung der jeweiligen Komponente 

definiert sei . Es gilt u = u* + u~ # Damit ist u ( x , t ) als Distribution auf ganz 

R n * * fortgesetzt # (Die spezielle Wahl der Fortsetzung spielt keine Rolle , da 

man eine Funktion auf einer Menge vom Masse Null abändern kann , ohne die zu

gehörige Distribution zu . ändern) . Da u + für t 0 die Gleichung ^ ( D ) u + = 0 

erfüllt, erhält man für ^ ( D ) u nur die Anteile , die von den Sprüngen der 

Funktion und ihrer Ableitungen für t = 0 herrühren . 

m-1 ^ 

l P ( D ) U

+ = ( i ) m ZI ¿ 4 - ( » , o ) ' « S / m - 1 - 1 > ) 



Wenn wir schon wissen, dass u ( x , t ) die Indikatrix einer Hyperfunktion is t , 

kann nur der Term mit 8 von Null verschieden sein und wir haben 

+ m 6 * m " * u + + u ist also Indikatrix von (i) r— (x , 0)* da aber u für t = 0 noch 

analytisch war ist auch • \ rn 1 ^ X ' ^ analytisch . Für u verläuft die Sache 
ut 

analog und wir haben als Kri ter ium, dass die Indikatrix u (x , t ) einer Hyper

funktion eine analytische Funktion darstellt , wenn sich die beiden Komponenten 

von u reell-analytisch in t = 0 hinein fortsetzen lassen . 

Sei D eine der Ableitungen , Y ein analytisches Funktional 

mit kompaktem Träger , dann definieren v/ir . D ^ durch : 

< D y , f > = - < , D f > für alle f 6 H(K) # 

Da für ein f € H(K) gilt <£>(D f) = D § (f) , $ die im Beweis von Lemma 4 

definierte Abbildung , können wir auch verlangen 

< D Y> f > = - < - y , Df > für alle f £ H p ( K ) . 

Wenn u ( x , t ) die Indikatrix von \y ist so gilt nach (4) 

< Y • f > = ^ F < D ) ( ^ f ) , u > . V/ir erhalten dann für D y 

< D y , f > = - < y , Df > = - < P ( D ) ( o ) D f ) , u > = 

= - <P(D) D ( O f ) , u > + < P ( D ) ( (Dcö) f ) , u > . 

Nun hat D O wegen (3) kompakten Träger , und wie im Beweis von Satz 1 sieht 

man, dass < P(D) ((Diö) f ) , u > = 0 i s t . Wir können nun noch D mit P(D) 

vertauschen und erhalten 

< D y , f > = - <D P ( D ) ( O f ) , u > = < P ( D ) ( O f ) , Du > 

d.h. die Indikatrix von D y ist Du . Dies lässt sich auf Hyperfunktionen mit 

beliebigem Träger übertragen . 
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Definition 5 • Sei ^ eine Hyperfunktion auf R. n , u ( x , t ) die Indikatrix von "y. 

Die Ableitung D \p ist dann die Hyperfunktion mit der Indikatrix Du # 

Satz 10 . Jede Hyperfunktion auf R n , die Losung einer elliptischen partiellen 

Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten Q(D) Y = 0 i s t , ist eine 

analytische Funktion , 

Beweis : Nehmen wir zunächst an, dass für den Hauptteil Q ( ̂  ) von Q( <£j 
L» v m ? \ Tn 

gelte Q (C ) >y 0 für reelles C . Dann sind P(D) = Q(D) + ( i ) m 0_ u n d 
ü m ' ' ' ^ t m 

der transponierte Operator *P(D) auch elliptisch , Die Hyperfunktion \ \ ) sei 

Lösung der Gleichung Q(D) Y = 0 , wir fassen Y a * s ^P-Funktional mit dem 
t n*f* 1 n oben definierten P(D) auf, ^ hs ;o eine Indikatrix u ( x , t ) 6 Hp(R - R* ) 

(wegen U P ( D ) = P(D)) . Nach Vor etzung gilt Q(D) u(x , t ) = f ( x , t ) , mit 

n4* 1 

f ( x , t ) d Hp(R ) . Wir können e; och immer so einrichten, dass f ( x , t) = 0 , 
n4* 1 

Dazu lösen wir in R das System 
P(D) g = 0 , Q(D) g = f • 

Nach Theorem 3 . 2 . von [ 1 2 ] existiert eine Lösung g ( x , t ) , wenn gilt 

P(D) f = 0 . Wir setzen v ( x , t ) = u ( x , t ) - g ( x , t ) , v ist natürlich zu u 
n4* 1 

äquivalent mod H p ( R ) , da gilt P(D) g = 0 , und ist deshalb auch eine Indi-

katrix von Y • Ausserdem gilt jetzt Q(D) v = 0 und P(D) v = 0 in R - R , 

und wir haben 
\ m ~\m f . 

P ( D ) v = Q ( D ) v + ( i ) m = ( i ) m - ^ — V = 0 in R n + 1 - R n . 

Damit haben wir das Problem zurückgeführt auf die Lösung einer Gleichung 

7 ) m F n — = 0 , F eine vektorwertipe Funktion von t mit Werten in H^(R ) . 

(m) ^ 
Nach [ 1 8 ] , expose 15 ist der Raum der Lösungen dieser Gleichung (P ® HU(K ), 

(m) 2)m
 f tP der Raum der skalaren Lösungen von = 0 , d# h. der Raum der 

Polynome in t vom Grade < m # Die beiden Komponenten von v sind also P o 

lynome in t mit Koeffizienten in Hq(D) und können deshalb reell-analytisch 

in t = 0 hinein fortgesetzt werden . Nach dem oben abgeleiteten Kriterium ist 

Y analytisch . 
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Im allgemeinen Fall betrachten wir das Polynom R( £ ) = Q( £ ) Q( £ ) . 

Es gilt R 2 m ^ ^ ^ ° ' R ^ D ' erfüllt also die Voraussetzung für den ersten Teil 

des Beweises . Damit ist jede Losung von R(D) \ ^ ~ 0 analytisch . Sei ^ 

nun Losung von Q ( D ) y = 0 , dann Ist auch R(D) *y = 0 , also ^ analytisch.. 
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