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- II -
NOTATIONS ET NOTIONS D'ORDRE GENERAL 

Nous noterons : 

« « l'espace vectoriel sur (D des matrices 
à ρ lignes et q colonnes à coefficients 
complexes. 

GX(p, œ) ; le groupe linéaire complexe.. 

Pour toute variété analytique complexe V f nous noterons : 

Sky) le revêtement universel de V , 

la projection canonique de cRs(v) sur V , 

(v) le groupe fondamental de V , 

% p x q ( v ) • l'espace vectoriel sur Œ des applications 
holomorphes de V dans C/^(p>q» C) . 

pXq 
l'ensemble des éléments inversibles 
de % P X P ( V ) . 

) i | X q ( v ) l'espace vectoriel sur © des applications 
méromorphes de V dans ^(Ριίι C) β 

Ω ρ Χ ρ ( ν ) l'ensemble des formes différentielles 
de degré 1 holomorphes sur V et à valeurs 
matricielles carrées d'ordre ρ · 

rjpx P ( v ) l'ensemble des systèmes de Pfaff complètement 
intégrable de la forme d£=0)£ où ω 

Le groupe ττ (ν) opère à gauche sur $?(v) » pour tout Q 

et tout gÇ ^ C v ) , nous noterons g.Q , le résultat de l'action de g 
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sur Q . On appellera représentation canonique de π (v) dans le groupe 
Α^0$ΐ ρ Χ ρ($9 ( ν ) ) ) des automorphismes de , l'application 

qui, à tout g^TT^ v ) associe l'élément g* de Aut(fypXp ($9(v)) ) 

défini par : 

(g**)(Q) = $(g"1. Q) 

pourtant * Ç ? 6 p X p ( $ ) ( v ) ) et tout Q€o%(v) · 

Dans toute la suite D désignera un disque du plan complexe 

et : 

D = D - {θ} 

% » (S)" X D m " n . k 
(E désignant le produit carté

sien de k exemplaires de lfensemble Ε ) · 
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INTRODUCTION 

Soient V une variété analytique complexe connexe de dimension 

finie m et A un sous-ensemble analytique de V de codimension 1 en 

chacun de ses points dont les composantes irréductibles sont sans sin-
Λ γ 

gularité et posons V = V-A · Nous désignerons par Ω ρ p ( v 5 A ) le sous-

ensemble de Ω ρ Χ ρ ( ν - Α ) des formes différentielles coefficients des 

systèmes de Pfaff du type de Fuchs (c.f. [l], chapitre Il) e 

Soit X^=X une représentation de π (v) dans Gl(p,(C) , 

nous dirons qu'une application $ € ^ ? X p ( ^ ( v ) ) réalise la représentation  χ 

si pour tout g € (ν) , 

g* * = * X (g) . 

Nous nous proposons essentiellement dans la suite d'étudier les problèmes 

suivants s 

Problème I » 

Déterminer l'ensemble ^j ( x ) des applications $ ^fy^^(sPu(v)) 

réalisant la représentation  χ β Nous verrons (§ 2 ) que S ( χ ) s'identifie 

à l'ensemble des sections holomorphes d'un fibre analytique principal 

sur V de groupe Gl(p,(C; . 

Problème II. 

Déterminer l'ensemble s
I 3 ; ( x ) des applications $ €$? X p(c/ ^ ( v ) ) 

1 pX 
réalisant la représentation  χ et vérifiant de plus d Φ.Φ €Ω P ( V , A ) . 
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Nous verrons (§6) qu'un certain sous-ensemble de S J J ( X ) s'identifie 

aux sections holomorphes d'un fibre analytique principal tff1 sur V de 

groupe Gl(p,(C) <. 

Problème III, 

Trouver un système de Pfaff du type de Fuchs appartenant 

à X p X p(V,A) et dont une matrice fondamentale réalise la représentation χ . 

Remarquai • Tout élément de S J J C X ) donne une solution du problème III 

et réciproquement toute solution du problème III donne des solutions du 

problème II Β 

Remarque_2 · Par une modification de Hopf on peut toujours se ramener 

au cas où les composantes irréductibles de A sont en position générale car 

une telle modification ne change ni le groupe fondamental ni le revêtement 

universel de V · 

Nous supposerons dans la suite, sauf aux § 1 et 2 , que les 

composantes irréductibles de A sont en position générale et Sans 

singularité. Les problèmes analogues pour une variable sont connus sous le 

nom de Problème de Riemann-Hilbert et H 0 Rorhl en a donné la solution 

complète sur une surface de Riemann. [ 3 ] · Nous montrerons en particulier 

que le problème II a toujours une solution sur une variété de Stein 

contractile* Nous introduirons également dans la suite la notion de classe 

de Riemann, cette notion est intimement liée aux problèmes énoncés ci-dessus· 

Pour une surface de Riemann S, cette notion a été étudiée dans [ 4 ] par 

H.J.Nastold qui a obtenu des résultats analogues en ce qui concerne les 
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relations entre classe de Riemann et sections de fibres vectoriels holo-

morphes sur S 0 Dans ce cas, l'étude est plus facile du fait que les 

points de l'ensemble analytique A sont tous isolés*. 

Les résultats de ce mémoire ont été annoncés dans [ 2 ] β 
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§ 1 · LA NOTION DE CLASSE DE RIEMANN SUR UNE VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE » 

Dans toute la suite [/^désignera C/f6(pf(C) ou bien Gl(p fœ). 

Définition 1, 

On appelle donnée de Riemann sur une variété analytique complexe V 7  

à valeur dans £̂ (9, la donnée d'un sous-ensemble analytique A de_ V de co-

dimension 1 en chacun de ses points et d'une représentation de 
T r

1 ( v ) dans flfe. Dire que est une représentation de TT^V) dans 

veut dire que : 

χ V(g1g2) = χ (g.,) . x ( g 2 ) . 

X (id.) = I . (matrice unité d'ordre p) 

Il en résulte que si X^(g) est inversible, on a : 

x 1 ) = (x ^(g))" 1 . 

Une donnée de Riemann sera notée R(x ^A,ofô) ou simplement R ( ^ φ 

lorsqu*aucune confusion n !est possible. La représentation χ * et ".'ensemble 

analytique A seront respectivement appelés la monodromie et l'ensemble  

de ramification de la donnée de Riemann R(x * ,Α,ίΛΦ) . 

Définition 2 « 

Nous dirons qu'un élément $ ) réalise la repré

sentation χ ^, si pour tout a € rr̂  (v) 

a*o = o x v (a) . 
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Définition 3ο 

On appelle classe de Riemann associée à la donnée de Riemann 

R ( X y ; A , J é ) , l'ensemble des éléments § € % p X p v ) ) réalisant la  

monodromie X ^ de R(X ,̂A,cit^)) · 

Une telle classe de Riemann sera notée X ̂ F A,(i6) ou plus 

simplement >^(X φ * On appellera également monodromie (resp. ensemble  

de ramification) de cette classe de Riemann la représentation χ Ç (resp. 

l'ensemble analytique A ) ο 

Définition 4» 

On appelle classe de Riemann d'ordre fini au point M (respe  

sur A ) associé à la donnée de Riemann R(x ^,A,ofe) le sous-ensemble 

Î ( X A
V » A , J ( î ) ( ™ ^ x - / ) ) ( r e s P . ^ x des 

éléments de Λ£ ( X A,C/R?) qui sont d'ordre fini au point M (resp0 sur A) · 

Pour la notion d'ordre fini voir [l] . 

Proposition 1 , 

Les matrices d'une classe de Riemann d'ordre fini ou non  

forment un module sur l'anneau des fonctions holomorphes sur V 0 La vé

rification de cette proposition est immédiate* 

Définition 5 ο 

On appelle classe de Riemann inversible associée à la donnée de 

Riemann R(X Α , Α , ^ ) 9 l'ensemble ( X ̂ , A fd6) (ou simplement ^ ( X φ) 
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des éléments § € ^ j ? X p Q/\9(v)) réalisant la monodromie XÇ . 

La notation ^ (x*,A,i/fô) (ou (Xy)) désigne donc la 

classe de Riemann des éléments inversibles et d'ordre fini sur A . On a 

évidemment les inclusions 

l A 1 (X n) u l1 (xv) u l ( xv) . 

Proposition 2 . 

jSi Φ et $ f sont deux éléments de ^ ( χ ^,A,Gl( p^)) , il 

existe φ tel que s 

-1 
$ 0 $ » = φ οψ Λ  

V 
Démonstration., 

Si $ € (χ ^fA,6l(p,C)) alors pour tout g i n ^ v ) , 

g § = ΦΧ ^(g) 

et la relation Φ = I entraîne 

g * (o - 1) = X V (g) -1 o -1 

et par suite 
g * (o o, -1) = o o -1 

Ce qui prouve la proposition 2 · 
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Corollaire 1 c 

Il $ o € ^iS X y ' ^ ^ ) a l o r s P Q U ^ tout $ € ^ ( χ ç,A,ci6)y il 

existe φ € % ρ Χ ρ ( ν ) tel que : 

$ = (φ ο ψ  a) $ 
τ  ν ° 

En effet *ο € Λ (χ ν) entraîne que XÇ(g) est inversible. 

Définition 6. 

Deux classes de Riemann et sont 

dites équivalentes si les deux représentations Χ·Λ 
V 

et sont semblables. 

Pour toute représentation ν de ^ ( v ) dans notons X V 

lence qu'est la similitude. Enfin notons 

la classe d'équivalence de cette représentation pour la relation d'équiva-

l'ensemble des 

classes de Riemann équivalente à la classe 

Théorème 1 . Tout système de Pfaff 

df = ci) f (S) 

appartenant à J F(V-A) défini une classe de représentation % ^ donc 

une classe 0 00 

£ (XA,A,Gl(p,A;)). 
V Ce théorème est une conséquence immédiate de la : 

Proposition 3. 

Toute matrice fondamentale Φ du système de Pfaff (s) _ $ — 
définit une classe de Riemann Â(% A,A,Gl(p,(E) 

V 
et deux classes 
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de Riemann associées à deux matrices fondamentales de (s) sont équi

valentes 0 

Démonstrat ion, 

Soit Φ une matrice fondamentale de (s) ; pour tout 
/s 

g€TT_j(v), g * $ est encore une matrice fondamentale de (s) , c'est-à-

dire qu'il existe une matrice D^€ Gl(p,C) telle que 

g* $ = $ D g . 

L'application 
V 

> G1 ( P , C ) définie par 

g ^ χ a (g) = D 
V y 

est une représentation de P , j ( v ) dans Gl(pf(C) · Notons i . ( x î f A,Gl( P fff) 
V 

la classe de Riemann inversible qu'elle définit. Soit Φ» une autre 

matrice fondamentale de (s) , nous avons 

Φ = $ fC où C €Gl(p fC) 

et par suite pour tout g ê n (ν) , 

g * f = ( g * $ ' ) C 

$ x l ( g ) - $ ' * ! ( g ) c 
V V 
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et donc x Î(g) - c- 1 xî(g) C , 
V V 

ce qui prouve que & CX^A,Gl(p,Œ)) 
V 

et 
/ 

i'.(X-,A,Gl(p,(K)) 

sont équivalentes* 

Définition 7. 

La classe de la représentation 
V 

associée à (s) est 

appelée la monodromie du système (s) . 

Proposition 4 · 

Tout élément * € ^ ( Χν,Α,<Λ9) définit un système de Pfaff 

df=0)£ appartenant à p X p ( v ) et 

tA fGl(p f (C) 
V 

= ÂΑχ ,A,Gl(p,(ï) ) 

V 

La vérification de cette proposition est immediate,. 

- 1 
ou = d Φ ο $ et 

Proposition 5« 

Etant donnée une classe de Riemann .(Xv,A,Gl(p,C) ) , alors 

chaque élément *€ A(x- fA fGl(p,Œ)) possédant la propriété % 

"Les colonnes de $ engendrent un espace vectoriel faiblement  

singulier sur V 11 est la matrice fondamentale d'un système de Pfaff du type  

de Fuchs» 
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Ce théorème est une conséquence immédiate de la proposition 4 et de la 

définition des systèmes de Pfaff du type de Fuchs [l] . 

§ 2 ο ETUDE DU PROBLEME I * 

Concernant le problème I nous démontrons les résultats 

suivants s 

Cïï A 

Théorème ο II existe un fibre analytique principal Ç/T sur V de 

groupe Gl(p,œ) et une bijection naturelle entre S^(x) et 1*ensemble 
A 

des sections holomorphes de cft β 

Théorème Β · Le module >^)(ΧΛ,Α, JHq (p fE) est isomorphe à celui des 
Λ 

sections holomorphes d'un fibre vectoriel analytique sur V de  

fibre cM)(pf$) et de groupe Gl(p,CC) 
En langage de classe de Riemann le théorème A^ peut 

s'énoncer sous la forme : 
Λ 

Théorème · Il existe un fibre analytique principalffi sur V de groupe 

Gl(p,(C) et une bijection naturelle entre Â> . (χ- ,A,Gl(p,c)) et l'en-
/\ I V 

semble des sections holomorphes de ^JF „ 

Démonstration du théorème A * C'est une démonstration classique de la 

théorie des fibres [53 et [β] , rappelons rapidement son déroulement* 

Le groupe ττ (ν) opère à gauche sur c^9(v) par 

g : χ > g.x* 
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(g 0x désignant la composition des chemins) <, 

A l'aide de cette opération le revêtement universel cfy(v) de V 

peut être considéré comme fibre analytique principal de groupe π^(ν) 0 

De l'opération ci-dessus on déduit une opération à gauche sur les 

applications holomorphes de é%(v) dans Gl(p,(C) par 

g.§(x) = $(g„-1^) pour tout 

et g i T T ^ v ) . 

D'autre part, par l'intermédiaire de la représentation 

opère à droite sur Gl(p,(î) , en effet nous posons pour tout A€Gl(p,0!) 

et tout g€n , ( v ) : A.g = A.XÇ(g) . 

Ces opérations permettent de faire opérer le groupe à 

gauche sur le produit (Ρό (ν) X Gl(pf(C) par : 

g*(χ,A) = (g.x,A.x(g) ) · 

Nous savons alors d'après des résultats classiques de la théorie des 

fibres [6] que le quotient de ce produit par les opérations de ττ (v) 

nous donne, un fibre de fibre Gl(p,(C) et de groupe (v) que 

l'on peut considérer comme fibre principal de groupe Gl(p,$) β Comme 

le fibre tP est associé à (V) considéré comme fibre principal de 

groupe ^ ( v ) , il résulte que le fibre c/̂  est à transformations coor

données localement constantes. Le théorème suivant, classique dans la 

théorie des fibres [6] nous donne immédiatement le théorème A^ · 
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Théorème F c 

Soit H un fibre analytique principal de groupe G et f£f un 

fibre associé à H tel que G opère à droite sur la fibre F de Jf , 

alors les sections holomorphes de sont en correspondance bijective  

avec les applications holomorphes Φ de_ H dans F vérifiant % 

i(s.x) = i(x).s"1 pour tout χ 6 H et s € G · 

Pour obtenir le théorème Β , il suffit dans ce qui précède de considérer 

le fibre associé à de fibre 0^9 (p,(S) , au lieu de prendre le 

fibre associé de fibre Gl(p,Q5) · 

Soient a un point de l'ensemble analytique A et U(a) un 

voisinage de coordonnée de a pour A . (cfe [lJ, chap III, § 1 ) 0 

Notons KP la restriction de iK à U(a)=VDu(a) , La représentation 

X : ^ ( v ) > Gl(PfŒ) 

induit une représentation 

X a : ^(U(a)) } Gl(p,Œ) , 

par l'intermédiaire de l'application 

> 

A A 
induite par l'injection de U(a) dans V · 

Désignons par le fibre construit à l'aide du théorème A f 

a 1 
à partir de cA£)(u(a)) et χ . 

a 
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Proposition 6. 

A' ri' Les fibres (M et ψ  y a — a sont analytiquement isomorphes. 

Démonstration» 

Nous avons : 

avec G=Gl(p ,0 ; 

la relation d'équivalence utilisée étant ; (x,M) et (χ',Μ') sont 

équivalents s'il existe g Ç ï T ^ V ) tel que 

(χ',Μ') = (g.x,M) X (g) - 1) , 

et 
_ ^(S(aV) X G  

ψ a V,(Ù(a)) 

la relation d'équivalence utilisée étant s (x fM) et (χ',Μ') sont 

équivalents s'il existe g ^ ^ i ^ a ) ) tel que s 

(χ',Μ') = (g.x,A ο χ (g) 1 ) . 
a 

D'autre part s 

o P a ^ ( v ) 

la relation d'équivalence utilisée étant s "(X,M) et (χ',Μ') sont équi-

valents s'il existe g ^ ^ ( v ) tel que 

(χ',Μ') = (g.x ,A X(g)~ 1) " 

mais cette fois ci on se limite aux x tel que Φ (x) €u(a) · 
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Soit c une composante connexe par arc de ψ ^(u(a)) c cRd(V) ο Cette com-

posante est un revêtement connexe de U(a) f il existe donc une appli

cation analytique ρ telle que le diagramme suivant soit commutatif S 

Le diagramme suivant définit une application analytique τ de dans 

L'application τ est iniective. 

En effet, supposons que 

T(y) = T(Z) ( 1 ) 

où y-q'(y,A) et z=q'(z,B) . 

L'égalité (l) entraîne 

q(p(y)fA) = q(p(Î),B) 
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donc il existe g€TT^(v) tel que 

Ρ(y) = g.p(z) 

et 
A = Β χ ( g ) " 1 . 

Mais ρ (y) €c et p(z) 6c , il existe donc un élément Υ€ττ (u(a)) 

tel que s 

p(y) = J(y)p(Z) . 

Comme ^ ( v ) opère sans point fixe dans nous avons , 

9=J(y) et par suite 

Ρ(y) = Y P(z) 

A = Β χ (Y)" 1 

A 

c'est à dire que 

y=z et que τ est infective* 

L'application τ est surjectivee 

Λ 1 

Soit Ζ € L K 
a 

alors z=q(y,A) avec •(y)=p(z) = x · 

Comme (y fA )€5b(v) (U) il existe tel que ^ CL 
g y € c. 

Alors si est tel que p(x) = gy on vérifie que % 

ζ = T(q(x,A X (g) 1)) 

- 1 

Il est facile de vérifier 1 ' analyticité de τ , ce qui entraîne la 

proposition 6· 
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§ 3 • ETUDE DES RAMIFICATIONS D'UNE CLASSE DE RIEMANN. 

Dans ce paragraphe, les composantes irréductibles de A sont 

supposées en position générale. Soit ̂ ( χ Α , Α , 6 > 6 ) une classe de Riemann 

associée à la donnée de Riemann R(X-,A,C>6) ο Nous allons étudier le 

comportement des éléments de /é(x-,A,cÀ9) au voisinage de A · 

Soient M un point de A (par exemple η 
M€ Π A k (n£m)) 

k=1 

et 

W(M) un voisinage de coordonnée de M pour A , c'est-à-dire qu'il 

existe un isomorphisme analytique ρ de D m sur W(M) tel que ; 

P~1(M) = (0,0f ;...f0) € D m 

P " 1 ( A k n w(M)) = C ( x 1 f x 2 f . . . , x m ) € D m | x k=0 } 

pour tout k=1,2,*..,n c 

Pour toute composante connexe c de r 1(W(M ) ) c 3&(v) f il 

existe une application P c deifo(©) sur c réalisant conime 

revêtement de c . Comme r r
1(V) opère transitivement sur les feuilles 

de 5t(v) , il suffit d'étudier la restriction de chaque élément 

à une seule composante connexe c de • " 1 ( W ( M ) ) ο 

Notons j l'application de π ( W ( M ) ) dans π / ν ) induite par l'in

jection canonique de 
A 
W(M) dans Λ 

V ; remarquons que cette application 

n'est en général ni injective ni surjectivec La représentation 

χ* : π (V) > àb induit une représentation de T T / Î C M ) ) 

dans (M9 ie la manière suivante : 
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X$(«$) - x$(j(«$)) pour tout 0 ^ 6 ^ ( 5 ( 1 0 ) . 

Le groupe fondamental de W(M) est isomorphe à celui de qui lui est 

abélien libre de type fini» Soient g1, g2, ..... , gn des générateurs de 

possédant les propriétés suivantes : 

g* (log.Q.) 
k J 

= log.Q pour tout j = k 

avec j=1,2,.. e,n et 3c—1 j 2 j ο ο ο j π ο 

g* (log.Q ) 
k * 

= log. Q k + 2TTi pour tout 3c—Ί,2,·οο,η ψ 

où Q = ( Q 1 , Q 2 , . . . , Q m ) 6 Î ? ) ( £ ) ) . 

Il en résulte que la représentation χ* est entièrement déterminée 

par la donnée de η matrices deux à deux permutables, 

P M M P M 
^ 1 » b 2 »···» η 

appartenant à Résumons la situation ainsi décrite dans la 

Proposition 7 ο 

Pour tout M € A f il existe un voisinage W(M) tel que 

pour tout et toute composante connexe c de r V ( M ) ) 

on ait : 

*e « ^ o P c € S P X P ( ^ ( S ) ) 

et y
n c c k le 

pour tout 
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Définition 8 . 

Le sous-ensemble des éléments c de 

pour lesquels, il existe *G(x*,A,ci<9) tel que 

1 c 

est appelé classe de Riemann locale au point M relative à c 

associée à 

Entreprenons maintenant l'étude d'une classe de Riemann locale 

associée à pour ce faire, nous allons étudier la classe 

de Riemann 4) (X£»Anw(M),C>fc>) qui contient toute classe de Riemann locale au 

point M associée à & ( χ Α , Α , ^ > ) · En d'autres termes, il suffit 

d'étudier la classe ^ ( χ £ ) ' p 1 ( A ) ' ^ ) OÙ est la représentation 

déduite de par 1'isomorphisme Ρ ο Pour simplifier l'écriture cette 

classe de Riemann sera notée $<S0) . 

La représentation est définie par les images S E 

(k=1,2,·ο·,n) des η générateurs de ) choisis comme nous 

l'avons indiqué ci-dessus. 

Proposition 8 . 

L'ensemble n'est pas vide car il contient l'élément 
Ι 

2π i log.G k 

° k=1 
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Démonstration. 

Il suffit évidemment de prouver que $ q appartient 

et qu'elle est d'ordre fini au point 0 € D m . Il est 

clair que ο est holomorphe sur %CJJ) . D'autre part, les matrices 

étant deux à deux permutables nous avons ι 

g $ = $ G yk ο o k pour tout k — 1,2,.··,η ο 

Par ailleurs il est également évident que $ est inversible sur 

&>(©) et qu'elle est d'ordre fini à l'origine, (cf. démonstration 

de la proposition 3 du § 6 du chapitre I de [l]). 

Proposition 9. 

Si et alors il existe 

telle que 

(1) où W g 
Cette proposition est la proposition 2 du §1 appliquée à la classe 

loc ale-cpnsi dérée. 

Corollaire 2.. 

Etant donnée » 1*application de 

dans qui à associe la matrice φ ' ^ ρ Χ ρ ( ® ) 

définie par (l) est une bisection. 
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Proposition 10. 

Pour qu'un élément *€ >é.(g)) appartienne à 

il faut et il suffit que la restriction de l'application à 

soit à valeurs dans ^ p X p ( £ > ) o 

Démonstration. 

Supposons que *€ é ° ( £ ) ) , et soit *'€ é°@)) alors 

$ ($ ») =  φ ' 

est telle que 

= C φ·ο»)· * 

donc ( ç p b f )= Φ'.Φ"1 

Comme Φ'.Φ~1 est holomorphe sur*^^) elle est d'ordre fini à l'origine, 

(car Φ et Φ' le sont) la matrice φ' a donc au plus une singularité 

polaire sur A . 

Réciproque. 

Supposons que soit une application de dans 

M T > P X P ( £ ) ) · Nous avons donc pour tout 

Φ(Φ·) =  φ » € 7 η ρ Ρ Χ ρ ( £ ) ) 

en particulier on a ce résultat pour la matrice Φ ο de la proposition 8, 

c'est-à-dire : 
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$ = (φ 0 «Ο" 1· $
0 · 

Ce qui prouve que $ est d'ordre fini à l'origine. 

Remarque 3. 

Si alors est un isomorphisme de 

sur % p X p (£)) . 
Corollaire 3« 

Pour qu'une matrice appartienne, à 

il faut et il suffit qu'il existe 
φ€οηΓρ(©) telle que : 

ί = ( Φ ο ί ) · ί 
' ο 

Définition 9ο 

Deux matrices et 
2 

appartenant à 4 c ® ) sont dites 

équivalentes si * ( O (donc également est holomorphe inver

sible dans D m . 

Définition 10. 

Soit *e i . ( © ) , nous dirons qu fun élément 

est ^-holomorphe (resp. Φ-holomorphe inversible) au point 

s'il existe 9 . € ^ ( l > m ) ( r e s P . ^ f P ( D m ) ) telle que 

$ » = ( φ' ο t ) § . 

Proposition 11. 

_Si *1 et 2 sont deux éléments équivalents alors toute 

matrice qui est ι -holomorphe (resp. $ -holomorphe in-
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versible) au point Q q est également ^-holomorphe (resp. $2-holomorphe 

inversible) au point Q q et inversementβ 

Démonstration, 

Soit -6 (S) ) et supposons que soit Φ^-holomorphe 

(resp. $ -holomorphe inversible) au point Q . Il existe donc 

(resp. *f p(r> m)) telle que : 

$ = (φ ο ψ 

comme 1 ET 2 sont équivalentes nous avons 

§ 1 = (ρ ο t ) . $
2 avec p € % f P ( D m ) . 

Mais alors 

$ = ((φ·Ρ )o ψ).$ 2 

avec 9.p€l(? p X p(D m) (res P.%fP(D m)) 

Ce qui prouve que $ est ^-holomorphe ( r e sP* ̂ ""koloraorphe inversible) 

au point Q · Donc S pour tout la notion de i-holomorpHe 

ne dépend que de la classe d'équivalence de $ 

Proposition 12, 

Si *1 et * 2 

sont deux éléments de Α λ ί » et s'il 

existe un élément holomorphe inversible par rapport à 

1 et 2 alors 1 et $ 
2 

sont équivalentes. 

La vérification de cette proposition est immédiate. 
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§ 4 . FAMILLE COHERENTE DE SOLUTIONS LOCALES DU PROBLEME II. 

Soit a un point de A et U(a) un voisinage coordonnée 

de a pour A ; la représentation χ induit une représentation 

X0(a) de Vu(a)) dans Gl(PfŒ) par l'intermédiaire de l'application 

naturelle 

j · π (U(a)) 

Lemme 1• 

Pour tout a€A , il existe un voisinage U(a) de a dans V 

tel que 
SII ( xÛ(a)) 
En effet la matrice $ o définie dans le proposition 8 

du § 3 est un élément de 
SIl( XU(ap 

Remarque 4« 

Comme s i ^ u ) c S I A J ) nous avons également 
SI (XU) = o 

Définition 11. 

Tout couple formé par un ouvert U(a) et un élément de 

SII (*U(a-P est appelé une solution locale au point a du problème II, 

Nous parlerons également de solutions locales au point a 

du problème I· 

Soit alors une composante connexe de Ψ Α " 1 ( ΰ ) Ο : Ί ? 9 ( Ν ) , 

il existe une application de & ( U ) sur telle que si 

désigne la projection canonique de (u) sur U , l'on ait : 

u Û = uÛ 0 P c Û . 
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De plus, si il existe une application de dans 

Gl(p,(D ) telle que : 

cltï;  Λ ο ρ 
U c* ^ 

Les résultats du § 3 entraînent immédiatement les résultats suivants : 

Proposition 13. 

Si et si c 7 b ^ € S ΓνΑ') 
υ η ν Λ υ ' 

alors 

« . ( Λ ^ Γ 1 € # > f P (u) 

pour toute composante connexe u de 

_Si * € s n ( x ) alors admet au plus une singularité polaire 

au point a . 

Si et sont deux éléments de s n ( x £ ) , il existe 
telle que ι 

U U U 

Définition 1 2 . 

Nous dirons que (respo S I ( x - ) ) et 

(resp. S ^ ) ) sont équivalents si U est la restriction à 
Λ 
U d'un 

élément de 

Définition 13* 

On appelle famille cohérente de solutions locales du pro

blème II, la donnée d'un recouvrement a a è A de A pçir des 
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ouverts de V et d'une famille d'applications ayant les 

propriétés suivantes : 

1°) Pour tout a€A , ^ a € S I l ( x i ) 
a 

2°) S i u Du / d 
7 a b ' r 

a b 

pour toutes composantes connexes c 
a 

et Cb respectivement de 

f V ) 
cX 

et -1 ,Λ . 
t 1 ( u b ) vérifiant C A N C B / I Z F . 

Définition 14· 

Deux familles cohérentes de solutions locales 

et a a ̂  A sur le même 

recouvrement w a a c A sont dites équivalentes si a est 

équivalente à pour tout a€A · 

Lemme 2, 

Il existe une famille cohérente de solutions locales du 

problème II» 

Démonstration. 

Pour tout a€A , désignons par U(a) un voisinage coordonnée 

de a pour A ? nous savons (§3) que 1 v a 7 est abélien libre et qu'il 

existe un nombre fini de générateurs a a a 
g i , g 2 , o e o , g n 

a 
de π«(υ ) 

1 v a' 
tels que : 
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(gJ)*log.Qj = log.Gj si j / k . 

avec k = 1,2,·...n 
a 

et j — 1 f 2 f· · · ,n 
a 

CgJ)*log0Qk = log.Q^ + 2ni 

où k — 1«2···ο«η ο 
a 

(Nous identifions implicitement 
A 
u 
a 

avec © ) . 
La représentation 

a 
est entièrement déterminée par la donnée 

des images 1* 2 f ° β ° ' η des générateurs a a a 
a 

de 1 v a' 
Les matrices S ^ ιG^ y ο c · y G^ 

a 
sont inversibles et deux à deux permutables» 

On peut supposer que dans U les composantes irréductibles 

A a (k=1,2,E..,na) de ΑΠυ 
a 

sont définies respectivement par les 

équations : 

f j . 0 . 

où les f* (k=1,2f...,na) sont des fonctions holomorphes dans 

irréductibles et tel que pour tout k · le germe de en tout point 

de engendre l'idéal associé au germe d'ensemble analytique défini par 

en ce point. 

Pour tout k — 1|2··ο»·.η 
a 

la fonction matricielle 

Sri iog.E" 

est holomorphe inversible sur &> (S a) . 

Pour tout k-1,2 · · β β yη 
a 

et j-1·2,ο «··η y 

a 
nous avons : 
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(g aj) * Fa k = Fa k si j = k 

et (gf)*Ff = Ff G f 

Il en résulte que s 

η 

^ c - Λ K 
a k=1 

réalise la représentation 
a 

On vérifie alors facilement que 

d(<^f ) 6Ω P XP(U ΑΠυ ) , C D D a c a 

c'est à dire que 

a a 

Considérons maintenant une composante connexe c de t~1(U 

La variété À>(\J ) v a 7 est un revêtement de comme éfff 
c 
a 

réalise 

xu 
a 

, on voit facilement que 
Pi 

se factorise par 
a 
projection 

de sur On peut donc considérer •0 c a 
comme étant 

définie sur c'est ce que nous ferons dans la suite sans intro

duire d'inutiles complications de notations.» Montrons maintenant que 

la donnée s 

1°) du recouvrement de A par 

des ouverts de V choisis comme ci-dessuso 

2°) de la famille de solutions locales du 



4.25 

problème II : 
a ai A 

constitue une famille cohérente de 

solutions locales du problème IIο 

Soient : a et b deux points de A tels que u a n u b / jszr ι 
C 
a 

et Cb des composantes connexes respectivement de t Ί (υ ) 
a 

et de 

t 1 ( u b ) vérifiant c île. / jZÎ . 
a b / ^ 

Nous avons avec les notations indiquées ci-dessus \ 
η 1 _ ~a 

a k=1 

Et en supposant par exemple que n
h ^ n > nous savons, vu le choix des 

et qu'il existe une application Μ définie sur une partie L 

de dans a telle que ι 

3 oa 
f a 

3 sur U Ππ a b 

où rJtM.(j) 
*ba est une fonction holomorphe inversible sur ϋ ίΐϋ. , a b 

Il en résulte t 

1°) que G b = G * 
J Μ(ΰ) 

car les représentations 
a 
et 

sont induites par la même représentation B de n / v ) dans Gl(p,(D)o 

2°) que la matrice 

a b 
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est holomorphe inversible sur U Π π , car les familles de matrices 
a D 

j a et G ^ ( j = 1 , 2 , o o o , n b ) sont deux familles de 

matrices deux à deux permutables,» 

Le lemme 2 est ainsi démontrée 

Définition 1 5 . 

Une solution $ du problème I est dite holomorphe inversible 

sur A pour la famille cohérente de solutions locales 

du problème II sur le recouvrement •U" ( Ua>a6A si pour tout a€A 

et toute composante connexe c 
a 

de - 1 , Λ -

a 
est la res

triction à 
A 
U 
a 

d'une matrice holomorphe inversible sur U ο 
a 

Remarque 5 * 

Si on a la propriété ci-dessus pour une composante connexe de 
1 A t ' 1 ( u ) , 

a 
on l'a pour toutes les autreso Les propositions 11 et 1 2 

du § 3 entraînent % 

Proposition 1 4 o 

S'il existe 3 € S l ( x ) holomorphe inversible par rapport 

à deux familles cohérentes de solutions locales du problème II s 

relatives au même recouvrement, alors (M et sont équi-

valenteso Si Λ et sont équivalentes alors toute matrice *6 S ; i : (x) 

qui est holomorphe par rapport à l'une l'est par rapport à l'autre. 

Les considérations ci-dessus nous conduisent à l'étude du % 
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Problème II, 

Déterminer le sous-ensemble de s n ( x ) des appli

cations holomorphes inversibles sur A pour une famille cohérente de 

solutions locales 

Nous verrons dans le paragraphe 6 que cet ensemble 

s*identifie aux sections holomorphes d'un certain fibre vectoriel 

sur V prolongeant 5 Γ . 

Λ 

§ 5 · ETUDE DES PROLONGEMENTS A V DU FIBRE \H , 

Rappelons que les composantes irréductibles de A sont en 

position générale et sans singularité· 
A 

A)ο Prolongement local de au voisinage de l^ensemble analytique A · 

Pour tout point M de A f nous appelerons voisinage épointé de 
Λ 

M_ tout ensemble U(M) de la forme U(M)-U(M) Π A où U(M) est un voi

sinage de M dans V et nous noterons XU(M) la représentation 

induite par χ sur U(M) β 

Soit a un point de A.W(a) un voisinage de coordonnée de a 

pour A ο Notons ^ V(a) le fibre induit ρai sur W(a) ο Ce fibre est 

analytique principal de groupe Gl(p,(D) · 
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Dans toute la suite nous noterons 

et i,j ι € I,j 6 I 

respectivement le recouvrement de 
A 
V et le cocycle associé définissant 

comme fibre principal localement trivial. Enfin 

* a { £ i , A e i , j € i 

Λ 
désignera l'image par χ du cocycle h . 

Rappelons que c'est le cocycle g qui définit Φ . Enfin pour 

simplifier l'écriture nous écrirons : 

U. . 
IF J 

à la place de u. n u . 
ι J 

Ui>JFK 
à la place de u. n u . nu 0 

ι J k 

et 

Lemme 3 ο 

A toute section holomorphe du fibre principal de 
A 

a sur 

un voisinage épointé de a est associé un prolongement de 

au point a * Réciproquement tout prolongement de au point a 

s'obtient à partir d'une section holomorphe de sur un voisinage 

épointé U(a) du point a · De plus. 

1°) sî  A1 
σ 
a 

et *2 
σ 
a 

sont deux sections holomorphes de a 
sur U ( a ) , il existe î « 1 f e f P ( i ( a ) ) tel que 

Λ *j Λ A 2 (1) σ = τσ a a sur U(a) ο 

2°) s'il existe T 6 K s > f P ( U ( a ) ) telle que 

(2) τ = τ | u ( a ) , 
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les deux prolongements de ^ associés à 1 
σ a et 2 

σ a sont équivalents 

et réciproquementο 

Démonstration 

Soit Λ 
σ a une section holomorphe de 

Λ 

^ a sur un voisinage 

épointé U(a) DE A , CETTE SECTION EST DÉFINIE DANS LE RECOUVREMENT 

par la donnée des matrices ^ a , P i € l holomorphes inversibles 

sur U. Ou(a) vérifiant ι 

Λ 
σ 
a, J 

Λ 
= cr .g. . a,i i,j sur 

Λ 
U Π U(a) . 

X 1 J 

Pour obtenir un prolongement de 
a 

au voisinage de a f il suffit 

de prolonger lfatlas 
1 1 J 

ceci se fait de la manière suivante 

Au recouvrement U = {u. n u(A)}. r γ 
a ι v ; îtl 

de U(a) , on ajoute l'ouvert 

U ( a ) = U(A) pour obtenir un recouvrement Ojb = {u. nS(a)}. e - r , 
a ι J ι & I utaj 

de U(a) · Aux transformations coordonnées 
» i . A . J L u i , J N F I C A ) · 

on 

ajoute les matrices 
Λ 

g . = σ . Ja,i a,i holomorphes inversibles sur U(a) n u . et 

ga,a identité ; g. = (σ yi,a v a fi' sur U. i,a 

On vérifie alors facilement que pour tout i,j,k appartenant 

à I u {a] 

G I , J * G J , * = G I , K
 S U R U I , J , K · 
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Ce qui prouve qu'à la section holomorphe 
Λ 

σ 
a 

de 
Λ 

9 
a 

est associée 

un prolongement du fibre ^ a au voisinage du point a ο 

Réciproquement soit a un prolongement de au voisinage 

du point a . Comme le fibre principal ^ a est localement trivial, il 

existe un voisinage U(a) de a dans V tel que p" 1 (u(a))c <$? 

(p désignant la projection de sur U(a)) soit trivial c'est-à-

dire qu'il existe une section holomorphe σ 
a 

sur U(a) du fibre 

principal a • Mais alors 
Λ A 

a a = c a u(a) est une section holomorphe 

de a sur U(a) . 

Soient maintenant 
Λ 1 
σ a et 

A 2 σ a deux sections holomorphes 

de 
Λ 

sur le voisinage épointé U(a) de a · La section M 
σ a 

(respo est définie par la donnée des matrices M 
σ . ο a,i 

(respe 

λ 2 * 

a,ι 7 holomorphes inversibles sur U. flu(a) et nous 

avons : sur l'ouvert U. . (i€l et j €l ) 

M 1 σ . = σ . g. . a,j a,i i,j (respe 

A 2 * 2 \ 

a,j a,i 

Ce qui entraîne : 

/ 2 v - 1 , Λ 2 * (σ . ) ο (σ .) ν a,ι/ ν a,y = g. . = (σ ·) . (σ . ) . i,j a,i a,j 

Nous avons donc pour tout i et tout j appartenant à I s 

1 2 % - 1 1 / 2 v - 1 A 
a,i ν a,i' a,j a, y 

où 
Λ rf/ Ρ Χ Ρ Λ 
τ€ ( Ι 1 9 . (U(a)) . 

Nous utiliserons le résultat suivant de la théorie des 

fibres. 
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Proposition F» 

Soient et deux fibres holomorphes, de même base, 

de même fibre, de même groupe Gl(p,Œ) et ayant de plus les mêmes 

ouverts de trivialisation locale et dont les transformations coordon-

nées sont respectivement 1 
9i,3 et 2 

gi,j ο Alors ces deux fibres sont 

équivalents si et seulement s'il existe pour tout j€l une application 

holomorphe λ : U > Gl(p,Œ) telle que pour tout i€l et 

( 1 ) λ.g 2 . = g*! . λ. sur U. . 

Supposons qu'il existe T € % > F P ( U ( A ) ) tel que : 

TjU(a) = τ . 

Alors pour montrer l'équivalence des deux fibres 
- — / 

et iff 2 

a 
associés aux sections 

Λ 1 
σ 
a 

et Λ 2 

σ 
a 

de nous utilisons la propo

sition F en posant : pour tout i6i λ. 
ι 

= identité et 

λ = τ β 

a 
Réciproquement supposons que les deux fibres a et 

ex 
sont équi

valents, les sections A1 
σ a et 

Λ 2 

σ 
a 

ayant servi à les définir vérifient 

Al Λ Λ 2 
σ = τ σ a a où F P ( I ( A ) ) . 

Il reste à montrer qu'il existe (U(A)) tel que ι 

τ j U(a) = τ 

Nous savons que pour tout i € I il existe λ. 
ι 

appartenant à 
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tel que pour tout i €l et j E I k j g 2 j, i 
- g1. . λ. sur U. . · 

Mais si i et j appartienne à I l'égalité 

2 1 g · . = g. . 

entraîne que pour tout i€i , λ. 
ι 

= identité* Sur U. î.a nous avons s 

> 2 1 y Λ g . = q . λ. 
a a fi a,i ι 

où X a € % P X P ( u ( a ) ) 

Comme 
2 Î12 g . = cr a,i a,i 

1 AI g . = σ . a,i a fi 

nous avons sur U . a, ι 

a a,i a,i 

et vu la relation qui existe entre ces deux sections s 

Λ 
λ = τ 
a 

sur U . a, ι 

En d'autres termes, il existe T € 1^fP(u(a)) tel que : 

A A 
τ u(a) = τ # 

Ce qui prouve le lemme 3 · 

Lemme 4« 

Pour tout voisinage épointé U(a) de a , il existe une 

bijection entre ^ i ( x Û ( a ) ' A i 1 u ( a ) > G 1 ( P ^ ) ) et l'ensemble des 

sections holomorphes de cj-f . 
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Ce lemme est une conséquence immédiate du théorème F et du fait 

que est isomorphe à 

= fe(U(a)) X Gl(p,(C)  
3 " ^ (U(a)) 

Corollaire 4 . 

Comme (Xfj ( a VAilU(a) , Gl(pfŒ)) / 0 , il existe 

en tout point a € A un prolongement local de en ce point. 
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Β). Recollement des prolongements locaux. 

Pour assurer le recollement des prolongements locaux définis 

ci-dessus, il suffit de montrer que pour tout a€A et b € A tels 

que les voisinages associés vérifient U Hu, / $ 9 il existe une 
a D 

matrice g holomorphe inversible sur U Πυ telle que a, D a D 

gi fj gj,k gi,k sur 

pour tout ifjfk appartenant à IUA · 

Lemme 5 . 

Si υ η u / yf 
a b ' r 

» alors pour que les deux prolongements 

locaux ^ a et r— se recollent il faut et il suffit qu'il existe 

une matrice telle que pour tout i 61 

σ . = g ^ σν . a,i a fb b,i sur a,b,i 

où <\ 
σ 
a 

(resp. o b) désigne la section sur 
Λ 
U 
a 

de 
Λ 

^ a (resp* sur u b 
de ayant permis de définir s 7 . (resp. Ce lemme est 

une simple vérification0 

Désignons par CI (resp l'image de σ 
a 

(resp. afe) 

par la bijection donnée dans le lemme 4 . 



5 . 3 5 

Lemme 6 0 

Pour qu'il existe vérifiant pour tout 

i €i 
Λ Λ 

a,ι a,b b,i 

Il faut et il suffit qu'il existe tel que 2 

= g d$ a a,b b 

Ce lemme se vérifie facilement en utilisant la bijection du lemme 4 

et le théorème F · 

Mais alors l'existence d'une famille cohérente de solutions 

locales du problème II entraîne 

Théorème 2 C 

Il existe un fibre sur V tel que 

Donc à toute famille cohérente de solutions locales du problème II 

est associé un fibre holomorphe sur V tel que 

D'autre part les considérations sur les familles cohérentes de so

lutions locales et les résultats ci-dessus entraînent s 
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Corollaire 5o 

Si (7b et à sont deux familles cohérentes de solutions locales 

équivalentes du problème II , les deux fibres et Ψ ( 4 ) 

sont équivalentsο 

Nous avons un résultat analogue concernant le fibre 

Théorème 2 1
β 

Il existe un fibre 8 sur V tel que 

(β' V =;:ΗΓί 

Ce théorème se démontre comme le théorème 2 , en utilisant cette Λ 

fois au voisinage de tout point a de A le fibre principal îjj 

a 
associé à a On a également le corollaire ci-dessus pour le 

fibre 5t ses prolongementsο 

§ 6 α ETUDE DU PROBLEME II', 

Les notations de ce paragraphe sont celles des deux paragraphes 

précédentso On se propose ici d'étudier le ι 

Problème II 1 ο 

Déterminer le sous-ensemble S ^ de SjCx) des 

applications holomorphes inversibles sur A pour la famille cohérente 

de solutions locales if. 
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Remarque 60 

Comme la notion d'holomorphie pour un élément de Sj(x) par 

rapport à une famille cohérente de solutions locales Â ne depend pas 

que de sa classe d'équivalence ut? 1'ensemble ne dépend 

que de et pour cette raison il sera noté Nous 

avons s 

Théorème A 
II' 

Il existe un fibre ÎK ( c 7 & ) sur V et un seul à une isomorphie 

près tel que ι 
Λ 

2 ° ) il existe une bijection naturelle entre et 

1'ensemble des sections holomorphes du fibre 

Existence» 

A l'élément est associé un fibre sur V 

tel que ^ O c ) V 4 f c 

Montrons que ce fibre possède la propriété 2 du théorème A j fo 

Soit Φ un élément de S^(x , (^t ) <, Pour tout a € A et 

toute composante connexe c de f 1 ( U ) , nous avons s 

§ c = ¥ (ft* où W € % p X p ( U ) a a a a • ι v a' 

Comme $ est solution du problème I il lui est associé une section 
Λ 
σ de ψ définie par la collection où pour tout i , 
Λ 
σ. 
ι 

est une application holomorphe de U. 
ι 

dans Gl(p,C) telle 

que pour tout i^I et j €l l'on ait % 
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A A 
σ. = σ.g. . 

Montrons maintenant que l'hypothèse entraîne eue σ 

se prolonge en une section holomorphe de La section 
Λ 
σ 

définit une section 
Λ 
σ 
a 

de a sur 
A 

selle ci est bien définie 

par la restriction de Φ à c car on passe d'une composante 

connexe de - 1 A · à une autre par une opération de 

Posons, pour tout i £ I et a^A 

ι 
σ = σ. a ι sur U. 

ι, a 

a T 7  σ = ¥ a a sur U 
a 

Ces matrices définissent une section σ 
a 

de a sur en 

effet pour tout i et j appartenant à IU (aj nous avons ι 

( 1 ) σ 3 = σ 1 g. . 
v J a a 

sur U. . if J »a 

car 

1 ° ) si i€i et j € I la relation ( l ) est évidente 

2°) si i=a et j€l , l'égalité ( l ) se réduit à 

a3 = o a g . = ¥ g . = ¥ T J 

a a a fj a a,j a a 

où a est la section définie par a (celle qui permet le pro

longement local au point a cf. § 5 ) · Mais alors comme 

Φ c = ¥ (fî? a a a 

l'égalité ci-dessus est vérifiée. 
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3 ° ) Si j=a€A et i€l la vérification se fait comme 

dans le 2°)· 

4 ° ) Si i=j=a€A la relation ( 1 ) se réduit à 

σ = σ 
a a 

car ^a, a = identitéo 

La donnée de la collection { < 7i ]i€iUA et du recouvrement 

U = lu.) . f T . l à 

ι ι c l J A 
définit une section holomorphe du fibre 

En effet pour qu'il en soit ainsi, il suffit de vérifier que pour 

tout i € I U A et tout j € I U A nous avons : 

σ. = σ. g. . J ι ifJ 
sur U. . 

i» J 

Mais vu les considérations ci-dessus, il suffit de vérifier cette 

relation pour i=b€A et j=a€A β 

Avec ces notations nous avons à vérifier que 

b a a,b sur Ua,b 

C'est-à-dire que l'on doit avoir 

W, = W g , b a a,b sur Ua,b ou sur 

u-1 (Ua,b) U ca = u-1 (Ua,b) U cb 

Or celle ci est vérifiée vu la définition de g a > b (cf.§5) 

et la relation 

b a a b 7 

Donc toute solution du problème II' donne une section holomorphe du 

fibre 
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Réciproqueο 

Soit σ une section holomorphe de alors 
Λ 

σ = σ V est une section holomorphe de à cette section est 

associée une solution Φ du problème I , Il reste à vérifier que 

cette solution $ est holomorphe inversible sur A pour la famille 

cohérente de solutions locales Pour tout a€A , la section σ 

est définie sur U par une matrice holomorphe inversible σ 

Mais comme pour toute composante connexe c de r 1 ( u J c c f c ( v ) . 
a 

On a ι 

a a a a ± a 

Il résulte que A j * 
σ = σ U 
a a \ a 

est la section de 

Λ 

'* a associée à 

1'application W a ^ a et cette section se prolonge au fibre M à a 
l'aide de la matrice holomorphe inversible σ 

a 
sur U ο 

a 
Nous avons pour tout i € I et a € A s 

σ. = σ g ι a a,i sur U . a,i 

c'est-à-dire que s 

Wa a | u -1 (Ua,i) U ca = oa a | u-1 (Ua,i) U ca 

En d'autres termes, pour tout i€l 

W = σ 
a a 

sur U . a,i 

En particulier 

W = σ 
a a 

sur 
Λ 
U 
a 
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Ce qui prouve que ¥ est la restriction à 
Λ 
U 
a 

d'une matrice 

holomorphe inversible sur ceci étant valable pour tout a€A 

1'application est holomorphe inversible sur A pour la 

famille cohérente de solutions locales t. 

L'unicité du fibre à une isomorphie près résulte du fait que 

deux familles cohérentes de solutions locales équivalentes donnent 

des fibres isomorphes et que la notion d'holomorphie ne dépend que 

des classes d'équivalence de familles cohérentes de solutions 

locales* 

A coté du théorème A ^ f , on peut également énoncer un 

théorème concernant le fibre 5 ? . Notons la famille cohérente de 

solutions locales du problème II construite dans le lemme 2 du 

paragraphe 4 ο 

Théorème Bjj f · 

Il existe un fibre sur V et un seul à une isomorphie 

près tel que % 

2°) Il existe un isomorphisme entre le module 

^A(X,A,L/16(P,C) et le module des sections méromorphes de 

ayant au plus une singularité polaire sur A β 

3 ° ) Il existe une bijection entre le sous-ensemble de 

^ A ( x,A , c%(p,C) des éléments holomorphes inversibles sur A 

pour et les sections holomorphes de 
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Ce théorème donne donc une interprétation très simple de la notion 

de classes de Riemann, il est bien entendu possible d'énoncer des 

résultats analogues concernant et ^ A (x,A,cJ(9(p,C)) e 

i 

§ 7 ο ETUDE DU PROBLEME II„ 

Rappelons l'énoncé de ce problème s 

Problème II 0 Déterminer l'ensemble s n ( x ) des applications 

* € % f P ( Î / k ( v ) ) réalisant la représentation χ et qui vérifie 

de plus d € Ω ρ Χ ρ(ν,Α) . 

La condition è S ~ 1 € Q p X p ( v f A ) peut être remplacé 

par la suivante s 

"Les colonnes de $ engendrent un sous-espace vectoriel 

de dimension finie ρ de 1 6 p X 1 C J i 9 ( v ) ) faiblement singulier 

sur A o " 

Notons r7fe°la famille cohérente de solutions locales du problème II 

construite dans le lemme 2 du § 4 et le fibre sur V qui 

lui est associé. Nous avons : 

Théorème A^o 

Il existe une injection de s n ( x ) dans l'ensemble des 

sections méromorphes sans singularité sur A 
V du fibre 

Ce théorème résulte du théorème BII« du § 6 car toute 
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matrice $ vérifiant d Φ§- 1€Ω ρ ΧΡ ( ν,Α) est dfordre fini sur A Q 

Soit a un point de A et U(a)=U 
a 

le voisinage de a choisi 

comme nous l'avons indiqué dans le paragraphe 6 β Nous noterons 

(ZZ Λ l'ensemble des applications holomorphes de U 
a 

dans 

Gl(p,C) de la forme % 
η Aa a A. 

W Π Q. J Κ 
a j = 1 3 a 

où 

W € fefP(u(a)) 

est une matrice complexe régulière 

A a 

J est pour tout J — 1 j2-f β ο ο , η 
a 

une matrice 

diagonale à coefficients entiers, telle que 

ra A a na A a 

Enfin notons @ l'ensemble des sections de 
r-1 

telle que pour tout 

a£A , il existe un voisinage U(a) de a dans V tel que 

o| Û(a) E G Û (a) 

Théorème 

Il existe une bijection entre s n ( x ) et l'ensemble des 

sections de appartenant à S * 

Démonstrationo 

Dans cette démonstration nous utiliserons les résultats 
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de M (Chapο I ) . 

Soit $ un élément de s X I(x) , nous savons que $ est une 

solution du problème I , il lui est donc associéeune section σ 

du fibre 

Comme $ engendre un sous-espace vectoriel Ε de 

(*(»)) de dimension finie ρ et faiblement singulier sur A , 

il existe pour tout a € A un voisinage U(a) dans V tel que pour 

toute composante connexe c^ de Ψ"1 (U(a)) de S D ( V ) l'on ait ι 

, na A a n
a F a 

§ c = W Π Q . J n Q . J K l a a j = 1 3 j = 1 j a où Κ €Gl(p fŒ) 
cl 

(cf. I , nous utilisons une base adaptée pour engendrer Ε ). 

Nous supposerons dans la suite que le voisinage U(a) est choisi 

tel qu'il joue le role du voisinage U des paragraphes précédants. 
a 

Pour simplifier l'écriture nous poserons dans la suite pour tout 

^1'^2 * β β * *^n 
a 

Β ^ Β
Ί  Q = Π Q. . 

j=1 3 

Nous savons que la matrice 

Q A . Q 

réalise la représentation XU(a) ' 
D'autre part, pour tout i—1,2,0οο,η , 

a 
nous avons s 

J J J 
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où 
3 

est une matrice diagonale décomposée en blocs dont chacun 

est un multiple de l'identité*. 

J 
est une matrice diagonale à coefficients entiers ayant 

certaines propriétés (cfo [ l ] f Chap.l) c Nous savons que % 

la + F a = log0 D a 

J J 2ΤΓι J 

donc 1 η ~ a r log 0D . ^a 2 π ι y 

$ c = W « Q X Q 
» a a 

Du fait que réalise ν A 

XU(a) 9 
on en déduit que pour tout 

3 —1,2,ο©ο,η 
a 

J a a j 

D'autre part, comme $ est solution du problème II en se référant 

à ce qui a été fait dans [l] (Chap, i) , on voit que pour tout 

j=1 f2,...,n 
.a a 

Q A DaQ""A 

3 

est holomorphe sur U(a)o 

Mais alors en revoyant la décomposition en blocs de ces 

matrices telle qu'elle a été utilisée dans [1](Chap*I,§3), on en 

déduit que 

A a a -A a 

Q A D a Q 

est holomorphe sur U(a) 0 

Donc % 

Q
A \ V G J Χ τ \ < Γ Α \ Q A 3 X K A X X f f ( A ) ( G J ) x ï ; 1 x Q - A a 

est holomorphe sur U(a) · 
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Nous avons donc s 

1 η Ts^ 

^a ^ — log 0D. 
$ c = W X Q X Q 

a a 

a a a 

Mais, alors si on revoit comment on a prolongé à 
/—F , ο 

ÎK(£#) la 
A 

section σ , on constate que pour faire ce prolongement on prend t 

1* 
σ = W Q A K 
a a a 

Ce qui prouve la partie directe du théorème 

La réciproque est facile* Soit σ une section de 

appartenant à © , alors 
A a 

(1) σ = W Q K sur U 

et reprenant les calculs ci-dessus, on voit que si $ est la 

solution du problème I associée à la section A l Λ l H/ 

σ = σ V de ^ , celle-

ci vérifie pour tout a£A et toute composante connexe c 
a 

de 
Λ A /Ο Λ 

Ψ ( u J C ^ v ) . 
ET 

d($ c )(* I c ) " 1 € Ω ρ ΧΡ(υ ,ΑΠυ ) 
a « a a a 

et donc % 

d Ω ρ Χ ρ(ν ? Α) ο 

Remarquons que nous avons supposé implicitement que l'ouvert U 
a 

est celui que l'on ajoute au recouvrement de 
A 
V pour faire 
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le prolongement de çr au point a et que sur cet ouvert l'on a 

également ( l ) , on peut toujours supposer qu'il en est ainsi· 

§ 8 · CONCLUSIONS SUR LE PROBLEME DE RIEMANN HILBERT SUR UNE  

VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE, 

Dans le cas où V est une surface de Riemann, Ho Rohrl a 

donné une solution complète de ce problème*, 

Si V est une variété de Stein contractile alors chaque 

fibre admet une section continue et donc une section 

holomorphe d'après un théorème de Ho Grauert [ 7 ] 0 II en résulte 

que ce qui veut dire que le problème de Riemann 

Hilbert admet toujours une solution sur une variété de Stein 

contractile0 

Il en est de même si V n'est plus contractile mais si un 

des fibres Ψ (et) admet une section continue. 
Il reste un cas intéressant à étudier c'est celui où V 

est un espace projectif complexe ; on a quelques résultats dans ce 

sens concernant le plan projectif complexe et le problème de 

Riemann Hilbert lié aux fonctions hypergéométriqueso[8] . 
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