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I - INTRODUCTION AU "CONTENU PHYSIQUE*' 

Dans l'état actuel de la physique des particules élémentaires* on ne pos

sède aucun modèle calculable de théorie quantique des champs qui permette d'expli— 

quer convenablement les résultats expérimentaux. Cette situation a conduit certaine 

physiciens à développer une "théorie axiomatique des champs" où* partant d4une 

formulation mathématique précise de quelques principes généraux et physiquement 

raisonnables et sfappuyant sur les concepts traditionnels de la mécanique quantique 

relativiste* on essaie de déduire le maximum de propriétés pour les quantités obser

vables. En fait* il n'a pas été possible jusqu'à présent de démontrer même Inexis 

tence d'un modèle non trivial satisfaisant à tous les axiomesque lfon désire impo

ser* le seul modèle calculable étant le champ libre* lequel décrit dea particules 

sans interaction. Inversement* il se peut que ce cadre axiomatique soit trop géné

ral et renferme plusieurs modèles* dont un seul (au maximum) convienne à la physique» 

La "théorie axiomatique" n'est donc pas une théorie à proprement parler* 

mais seulement une méthode d'approche systématique de la théorie des champs. Son 

intérêt consiste d'abord en 1*étude de la cohérence logique des concepts utilisés 

par les physiciens. Ainsi, partant de la notion d'opérateur de champ (héritée de la 

quantification du champ électromagnétique classique)* on peut démontrer indépendant 

ment de tout modèle* que la notion de particules entrantes au temps t -+ — oo et 

sortantes au temps t -> + co en est une conséquence* pouarvu que ce champ satisfasse 

à certaines propriétés générales (interprétées comme la causalité* l'invariance par 

rapport au groupe de POINCARE* la positivité de 1*énergie etc...) . 

Après avoir introduit les particules élémentaires comme des formes asymp-

totiques du champ, la méthode axiomatique permet alors d'établir quelques propriétés 

générales des amplitudes de diffusion de ces particules qui semblent en bon accord 

avec l'expérience. Nous allons donner un exemple particulièrement important de ce 

genre de propriétés. 

Rappelons que les amplitudes de diffusion (principales quantités observables) 
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sont des fonctions f (ρ<*·· Ρ ; Ρ . · . · Ρ ) de η "quadrivecteurs" de lfes-^ α 1 m nH-l η 
pace-temps 1R ; dans cette notation l'indice α désigne une réaction où inter~ 

Viennent m particules entrantes d*un type déterminé* de quadri—impulsions Ρ-··*Ρ 
et η — m particules sortantes d*un type déterminé et de quadri—impulsions 
Ρ Λ * • · Ρ · (Tous ces quadrivecteurs sont en fait liés par la relation m+1 η 
ρ, + + ρ ~ Ρ .,+*•• + Ρ Qui traduit la conservation de 1* énergie et de 1 m m+1 η 
l*impulsion). Une notion fondamentale,que l*approche axiomatique a permis de dégager, 
est que dans tout modèle satisfaisant aux axiomes (si un tel modèle existe), les 

fonctions f (p„ .·· ρ ) doivent être des valeurs au bord sur les réels de certaines α 1 η 

fonctions analytiques de η quadrivecteurs complexes F^(k^ k̂ ) j 

Ck = p ± + i qA € Ê $ 1 < i < n) . 

Un exemple de propriété intéressante (bien que difficile à exprimer quan

titativement) qui en résulte est la notion de "croisement" que nous allons expliquer 

très brièvement* 

Soient deux amplitudes de diffusion notées t 

fl ( P1 P2 I P3 V 

et f2 (pj , pj , ρ* , ρ·) 

faisant intervenir les mêmes particules = 1*2*3*4^ mais tantôt sous la forme 

"particule" t tantôt sous la forme "antiparticule"; f et f correspondent respec-

tivement aux réactions suivantes î 

&1 + a3 "* 7 2 + &4 * ( 2 ) 
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On passe de la réaction (1) à la réaction (2) en remplaçant la particule 

entrante a par l'antiparticule associée a sortantê  et la particule sortante 2 2 
a par lrantiparticule associée a entrante* Physiquement les deux processus 
«3 «3 

correspondent à des conditions expérimentales très différentes (par exemple X (l) 

est la diffusion dfun méson π sur un proton t π + ρ -* π + ρ } (2) est ̂ annihi
lation dfune paire proton—antiproton en deux mésons 7ttp + p -> % + %) * 

Or, on peut montrer qufil existe une seule fonction analytique χ 
F(k 1 # k 2 t k3* k 4) telle que t 

ta ( i V P 2 J P 4 5 ~ l i m P ( P 1 + ± q i ^ P2 + i q2 f ~ P3 " i q3 * ~ P4 "*iq4* ( 3 ) 

1 * q ± 0 

et f (pj, ρ·ί pj, pj) = lim F(pJ + iqj, -p* -iq* , p* + iq* , -p* -iq*)# (4) 
2 q* -»0 

(Les limites étant prises dans des régions différentes dans les formules 
(3) et (4)). 

Cette notion de prolongement analytique reliant 2 amplitudes qui corres

pondent à des processus physiques différents peut dans les meilleurs des cas s*ex

primer quantitativement par des équations intégrales appelées "relations de dis

persion" (du type t formule de CAUCHY à une ou plusieurs variables) j celles qui ont 

pu être démontrées dans le cadre de la théorie axiomatique des champs sont bien vé

rifiées par ̂ expérience* 

Le problème de ltobtention à partir des axiomes dfun domaine dfanalyticité 

maximum pour les amplitudes de diffusion se ramène à deux types de problèmes mathé

matiques (intervenant simultanément de façon complexe) c 
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1°) Etude de la structure algébrique d*un ensemble de valeurs au bord de 
4n 

fonctions analytiques dans certains tubes Z~ ~ IR + i Γ. (où les I\ sont des 
4n λ 

cônes de sommet l*origine dans IR )• 

2°) Problèmes d*enveloppe dfholomorphie. 

Dans cet exposé̂  nous nous proposons de montrer comment les axiomes de la 

théorie de WIGHTMAN conduisent à un problème bien particulier de valeurs au bord# 

et d*en décrire en détail lfaspect algébrique. 

II - INTRODUCTION A LA FORMULATION MATHEMATIQUE 

a) Notations 

4 

Lfespace vectoriel IR (espace-temps relativiste) est muni du produit 

scalaire de MINKOWSKI t 

(o) (o) (1) (1) (2) (2) (3) (3) , ^ 4 , 
x.y = x y - χ y ~ x y ~ x y (xty e (R ) 

et on note x.x ~ x 2 . 

Le cône "futur" V + (resp. "passé" V ) est défini par t 

Y~ r χ e E 4 i x 2 > 0 f x ( o ) < 0 J | ? est la fermeture de V*. 

Deux points x*y * R 4 sont dits en position relative du "genre espace" 
(resp. du "genre temps") si (x ~ y ) 2 < 0 (resp.(x ~ y) 2 > 0)· 

La transformation de Fourier est définie par î 
η 

Σ 
ί (Pj ... , P a) = j , 1 ' - 1 Pi-Xi f( X i d 4 ^ ... d 4 ^ 
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4 4 
(où χ e(R * p^e IR } 1 < i < n) • i χ T i ρ -

4 4 
L'espace ϋΙχ est 1 espace des positions et lfespace l'espace des 

impulsions» 

b) Les axiomes de WIGHTMAN 

Nous rappellerons succinctement les principaux axiomes de WIGHTMAN j pour 
plus de détails le lecteur pourra se reporter par exemple aux livres cités aux ré
férences A et B # Les grandeurs fondamentales introduites dans la théorie sont des 
opérateurs non bornés l 

A.(f) = j A±(x) f(x) d 4 χ ,(x = (x ( o ),x ( l )
fx C 2 ),x ( 3 ))) 

agissant dans un espace de HILBERT 3è φ 

Les A.(f) sont supposés définis pour toute fonction à décroissance rapide 
4 1 

f e é L f i n d i c e entier i permet par exemple de distinguer des champs ayant des 

propriétés de covariance différentes par rapport au groupe de POINCARE* mais ne 

jouera aucun rôle dans les propriétés générales que nous désirons étudier ici \ aussi 

e négligerons nous dans la suite> afin de simplifier l'écriture* 

Tous les opérateurs A^(f) sont supposés avoir un domaine commun dense dans 

f stable par l'action des A^(f) et sur lequel agissent également tous les opéra

teurs adjoints A^(f) * . On suppose en outre, que pour tout couple d'états 

Φ , Ψ C D f l'application f -> (§*AAï) ψ ) définit une distribution tempérée. 

Les axiomes que nous allons utiliser ici, sont les suivants l 

4 

l 0 ) Causalité : Pour tout couple de fonctions f* g C é tel que 

2 
( x - y ) < 0 f V x c support de f f 

V y c support de g f 
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on a t [A (f) , A.(g)] = 0 (V i , j) 
3 

2°) Invariance par translation ; Il existe dans <fê une représentation uni-* 
4 

taire continue du groupe des translations de lf espace temps, notée a ->T (a e IR ) j 
4 a 

de plus V a eE * on a ι 

A.(f) = t ' V u ) Τ , ι a ι a a 

où f (x) = f (x - a) 
a 

3°) Positivité de lténergie ou "Condition spectrale" t Le groupe admet 

une représentation spectrale du type ; 

m f i a*p , _ Τ = e d Ε a J ρ 

(théorème de STONE généralisé (cf* A)), où d Ε * est une mesure à valeur opérateur } Ρ ^ — , on suppose que le support de cette mesure est contenu dans le cône V • (Ceci ex-* 
prime de façon invariante relativiste la positivité de l1opérateur autoadjoint 

H = J ρ ( θ ) d E
p f 

lequel est interprété comme l^amiltonien ou 1*opérateur d*énergie du système)# 

4°) Existence d*un vecteur unique Ω de Κ » appelé "vide" + tel que ι 

Τ Ω = Ω.ν a C E 4 

a 

Nous voulons seulement exposer ici les propriétés algébriques de certaines 
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quantités appelées "opérateurs retardés généralisés" (0*R.G) que l*on obtient en 
multipliant des monômes A(x^ ) A(x^ ) par diverses combinaisons de fonctions 
de saut θ(χ<2> - xJ o )) , 1 

i j 
Cjt * î ) désigne une permutation quelconque de [lΦ 2 ... η] * et 6(t) est 
la fonction de HEAVYSIDE (6(t) = 1 si t > 0 * 6(t) = 0 si t < 0) # 

La notation A(x„) ... A(x ) désigne une fonctionnelle multilinéaire sur 
4 1 n 

tS à valeur opérateur définie de la manière suivante 1 

A tout ensemble if. # ··· f i de fonctions de ' on associe l*opérateur 
I n * 

non borné A(f ) A(f ) A(f ) (dont le domaine contient au moins D par hypo-1 2 η 
thèse). Grâce au théorème nucléaire* cette fonctionnelle possède 1emportante pro

priété suivante : 

Pour tout couple de vecteurs Φ f Ί € D * il existe une distribution tem
pérée notée 

< A( X l) ... A(xn) ¥ > <5> 

telle que* f < Φ A(x, ) A(x ) ¥ > f, (x, ) ... f (x ) d̂  χ ... d̂  χ / 1 η i l n n 4 l 4 n 

= < §* A(f.) ... A(f ) Ψ > . l η 

REMARQUES : 

Lfintroduction dans la théorie de distributions tempérées plutôt que de 
fonctions se justifie par l*exemple du champ libre (seul exemple calculable) où 

lfon constate que les quantités (5) ne sont pas des fonctions* et par l*usage cons

tant que l*on veut faire de la transformation de FOURIER* 

Les axiomes énoncés ci-dessus vont impliquer à la fois des propriétés de 

support des O.R.G dans lfespace des positions et des propriétés de support de leurs 
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transforméesde FOURIER O.R.G dans l'espace des impulsions. 

En fait* la multiplication de distributionsdu type (5) par des fonctions 
θ(χ^°^ — x^°^) ne peut se faire qu'au prix d'un procédé de régularisation dont 
1 * inconvénient majeur est de faire dépendre les supports des O.R.G de ce procédé j 
on obtient ainsi des supports plus grands que ceux que l'on obtiendrait si les 
{ Φ* A(x^) . ^ X n ^ ^ ̂  étaient des fonctions. 

Cfest un problème ouvert et non trivial (seulement résolu affirmativement 
(8) 

par R. STORA et par H. EPSTEIN et V. GLASER dans le cas η = 3) de savoir si l'on 
(*) 

peut encore définir des O.R.G au sens des distributions* en préservant exactement 
les propriétés de support que l'on obtient dans le cas des fonctions (à la fois dans 
l'espace des x et dans l'espace des ρ )· 

Etant uniquement intéressés ici par les propriétés algébriques des O.R.G * 
nous traiterons A(x) comme un véritable champ dfopérateurs ; ainsi les monômes 

4n 
A(x. ) A(x. ) seront dans cet exposé des fonctions sur IR à valeurs opérateurs 

*̂*n (o) (o) 
dans $ et pourront être multipliés sans ambiguïté par des fonctions θ(χ -~x, ). 

(*) 
Toutefois* il est relativement facile de maintenir ces supports dans 

un voisinage arbitrairement petit des supports correspondant au cas des fonctions. 
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III - STRUCTURE ALGEBRIQUE DE L'ENSEMBLE DES O.R«G« 

On considère 1*algèbre associative A sur lfanneau des entiers* définie 

de la façon suivante t 

On construit l'algèbre associative libre engendrée par la somme de deux 

ensembles dféléments [A ; i entier positif] et [θ } j, k entiers positifs J 
i jk 

j i: k] } on prend le quotient de cette algèbre libre par 1*idéal engendré par tous 

les commutateurs [θ # A^] f [Θ f θ^] (V i> j, k # 1) et par tous les éléments 
à répétitions (c'est-à-dire les monômes contenant au moins deux fois un même fac~ 

teur A^ ou ^JJ^ $ enfin* on lui adjoint un élément unité e • 

Cette algèbre A est automatiquement graduée de la façon suivante T 

A — @ A^ 
η > 0 

(η) 
où A est engendrée par les monômes homogènes de degré η par rapport aux A^* 
et on a i 

V η AU) = φ / n ) 

I I 

où I est un ensemble quelconque de η entiers positifs. 

Dans A # on introduit pour tout entier j > 0 des dérivations notées 
A,T • A l * A. en définissant leur action sur les générateurs de A par la 
j J J 
règle suivante t 

1°) Appliquées aux θ # toutes ces dérivations donnent zéro* 

2°) A j t A ± = 6^ [ A j , A t] 
(6) 
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•S 
A A. - [A > A ] (dérivation intérieure associée à lfélément A )» 

Calculons le commutateur de deux dérivations ayant des flèches de même 

sens } c*est une dérivation dont lfaction sur les θ donne zéro et dont lfaction 
sur les A est donnée par t 

*j 

Dans la suite, on imposera en outre que les relations suivantes soient 
vérifiées dans Λ l 

(8) 

i/ensemble des relations (8) implique donc d'après (6) et (7) les proprié— 
A , A. 

tés suivantes des dérivations Â ? f Α̂ Ψ f A^ t 

[A^ • Ajt] = [A^ * A^] - 0 Vi,j (9) 

A. = A t - A l V j * (9*) 
J «J 3 

Lfensemble des dérivations A t| Ai (j entier > 0) engendre une algèbre 
de Lie 3 qui peut être construite (à un isomorphisme près) de la façon suivante t 
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on forme lfalgèbre de Lie libre engendrée par [A • , A l j j entier positif] et 

on en fait le quotient par lridéal défini par les relations (9) et par lrannulation 

des éléments à répétition» 2) est évidemment graduée | 2) - φ 2) * où 2>(n) est 
η ^ 1 

le sous espace des éléments homogènes de degré η • ~ 

Définition. 

On appelle monôme de flèches dfordre η tout élément de A^n^ de la 
forme t 

A T ... A ± X A , (10) 
1 n~l η 

où le symbole A^$ désigne l*une ou 1*autre des dérivations A^T I • 

Soit M^n^ ^ensemble de ces monômes d'ordre η } on appelle /t^n^ le 
sous-espace de A^n^ engendré par les éléments de M^n^ et on pose t 

n>l 

A tout monôme de flèches de la forme (10) est associé un élément unique 

de qui est la dérivation intérieure que ce monôme définit dans A t et dans 

2) on a l'égalité * 

A i î *·· Ai T Ai ~ Ai Î ^ *··ίΑΙ T T A ± ]] Φ Φ Φ (11) 1 η—1 η L 1 η—1 η — 

(où le symbole Β dénote la dérivation intérieure associée à un élément quelconque 
Β de A). 

^ Puisque pour tout B* C C A f on a X 
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L*ensemble des éléments de la forme (11) engendre un sous—espace de 2* 
isomorphe à Λ % c'est l*idéal de S engendré par les éléments A s A τ ~ A I « 

(n) J J (n)*1 

On vérifie trivialement que pour η > 2 i 2) est en fait isomorphe à Λ | 
dans la suite* on désignera par i 1 Hsomorphisme qui applique sur /t^* #̂ 

Il résulte des relations (#) et (il) qufà tout monôme de Lie ejaboité du type S 

μ α ~ [k $9 [A $ ... [A ψ , A ± f ] . . . ] ] ( 2 W , (12) 
1 2 *ηΚΐ η 

ltisomorphisme i^ associe le monôme de flèche 

χ δ jr*i η 

(dans cette notation* l*lndice α représente la donnée de 1*ensemble ordonné dfixr-
dices î  Ψ i^ • à chacun desquels on a assigné une flèche d*un sens déterminé)φ 

(*0 
Les éléments de M ne sont pas linéairement indépendants dans Λ J ils 

H tt Γ 21 
vérifient un système de relations linéaires# appelées relations de Stelnmann

 L Λ J 
on obtient ces relations (à l*isomorphisme i près) en considérant tous les mo~ 

η 
nômes de Lie emboîtés d1 ordre η du type (12) » et en écrivant toutes les relations 
résultant de l*ldentité de Jacobi et des conditions (9) et (β*) auxquelles satisfont 
ces monômes emboîtés. 

Evidemment* on obtient autant de systèmes de relations indépendantes que de 
couples d*ensembles û*entiers positifs (I $ I ). A un tel couple correspond un sys*« (η) ^ ~ 
tème de relations linéaires S entre les monômes emboités du type (12) dont 

1 11 
les facteurs appartiennent * à [A4tj Al) i C I t j C I ) m On désignera 

(n) (n) 1 J + *" 
par ^χ+χ- le sous-espace de 2) engendré par ces éléments* 

Exemple t la plus petite valeur de n pour laquelle on a un système non 

trivial est n = 4 * I = [l*2J $ I = [3*4} . 
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On a alors la relation (unique) t 

A 2 t * [A4J> [Ag|# A 2f]] - A 4 ^ [ Α 2 Ι , [ Α 3 Ι . Α ^ ] ] 

[ V * I V » [ Α 2 ^ Α 4 ψ ] ] Ί - ΓΑ 3|, [A^jA^A^]] 

(4) 

et» dans fi i la relation correspondante entre les monômes de flèches t 

V M V S - A > V A l f A3 = - A l f V V A2 + V Al f V \ * ( 1 3 > 

Définition des O.R.G» de Stelnmann. 

On définit un homomorphisme h de 1*algèbre Λ dans l*algèbre tensorielle 
Θ des champs d'opérateurs dans Je en associant % 

4 
— à tout élément A^ t le champ A(x^) (x̂  € |R̂ ) défini au chapitre II* 
à tout élément . tel que i < A # le champ scalaire 

6 (x) a θ(χ^θ) - x.^) χ A * i étant l'opérateur identité dans X 
(et 6(t) s 1 fli t > Ο } 0(t) r 0 si t < 0). 

~ à tout élément θ tel que i > J * le champ scalaire 
x«i 

θ (X) H (1 - 0(X(.O) - X^)) X i . 

ij j i 

·* à l*unlté e de l*algèbre Λ t le champ constant D 4 
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Il est clair que cette correspondance définit bien un homomorphisme puisque 

les homologues des relations (8) sont identiquement satisfaites par les fonctions 

V 1 " · 

Par définition* les 0»R»G. de Steinmann ' [2] sont les images par cet homo

morphisme h des monômes de flèches définis plus haut. 

Par exemple à A A A r θ [A *A ] correspond "l'opérateur retardé de 
deux points' t 

Θ ( Χ 1 ( 0 ) " Χ 2 θ ) ) [ A ( V ' A ( X 2 ) ] J 

à A ^ A Î A correspond "l'opérateur retardé de trois points" X 1 2 3 

θ<*2 θ ) ~ Χ 3 θ ) ) θ ( Χ 1 ( θ ) ~ Χ 2 θ ) ) [ [ A ( X1> A ( X 2 ) ] A C V ] + θ ( Χ 2 θ ) - 4 ^ ^ ~ 4°^ " 

A(x2)* [Α(χχ) A (X 3)] ; 

on écrirait de la même façon les 32 O.R.G* de quatre points (x f̂ x^* XG* x^) l 

ceux-ci vérifient 6 relations de Steinmann. obtenues en transcrivant l'équation 

(13) pour tous les couples (i * i0) * (i * i ) * 
L E ο 4 

Plus généralement* à tout monôme de flèches m = i (μ ) e M^n^ sera associé 
α η α 

un O.R.G. de Steinmann noté î 

m (x. •·· x. ) = h(m ) r h ο i (μ) • α i. i α η α 1 η 

A tout O.R.G.* on fait correspondre une "fonction retardée généralisée" 
(F.R.G) qui est l*élément de matrice (Ω* ̂ ( X ^ Χ ) Ω) * Ω désignant le 

1 η 
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vecteur "vide" introduit au chapitre II t (4ème axiome). 

A cause des propriétés d1invariance par le groupe des translations (2ème 

et 4ème axiomes), on a T 

<Ω* m (x + a, x + a* ... t x + a) Ω> 
OL χ éu n 

ce qui montre que les F.R.G. sont en fait des fonctions définies sur le quotient de 
B*31 par 1*espace diagonal [x r: a # x = a* ... # x r a] . cfest~à~dire des fonc— 
tions de (n — 1) quadrivecteurs indépendants X- ** x, • 

1 J 
Corrélativement les transformées de Fourier F.R»G. (p. ... ρ ) des F.R.G. 

l n (x4 ... x ) sont de la forme t 1 n 

ôCp̂  + *·· -f p^) x F.R.G'Cp̂ * ... * Ρ η^5 étant la mesure de Dirac)> 
n 

puisque le produit scalaire Ç p^ • x^ peut s*écrire I 

n n 
V ρ φ χ = (ρ + ... + ρ ). χ + ^ P^Cx. - x,) • ΓΖΗ 1 x 1 η 1 1 1 1 

Ce facteur δ(ρ̂  + ... + ρ ) est lforigine de la règle de conservation de 
1*énergie et de 1* impulsion q± apparaît ainsi comme une conséquence directe de l̂ inva** 

riance de la théorie par les translations d*espace-temps. 
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IV - ALGEBRE DE GRAPHES ET CONES ASSOCIES 

a) L*algèbre de Lie A X 

Soient I** I deux ensembles quelconques et disjoints d*entiers positifs* 

On désigne par _ 1*ensemble des graphes simplement connexes ou "arbres" pos— 
I+I 

sédant les propriétés suivantes X 

1°) I$e nombre de sommets est égal à η (et par suite le nombre de lignes 
η - D. 

2°) Les sommets sont de deux types repérés respectivement par les entiers 
appartenait aux ensembles I* et I * 

3°) Toute ligne de lfarbre relie un sommet i c I + à un sommet j € I # 

Graphiquementf chaque sommet i € I + est représenté par une croix et 

chaque sommet j f I par un point * 
«J 

Exemple X 

Pour tout couple d1 ensembles disjoints (I* * I ) t on considère le module 

libre A ^ sur l̂ inneau- des entiers dont la base est lfensemble drarbres T ^ · 
R I II 

On définit alors A comme la somme directe de tous les modules A^n^ • 
I+I~ 

Sur le module A f on peut mettre une structure d
falgèbre de Lie (bien 

qufil n*y ait pas d*algèbre associative naturelle) en définissant le produit sui

vant X 
ni °2 

A tout couple d?arbres t * Τ ^ t t e Τ t on associe 
Ί Ί 
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le crochet 

Chaque terme du second membre est un arbre appartenant à T · 

On ajoute aussi la règle [t * t ] = 0 * si les ensembles 

4* 4* M 

I. , I 0, I.f I_ ne sont pas tous disjoints deux à deux* On vérifie aisément que ce 1 éa 1 2 
produit est anticommutatif et que l'identité de Jacobi est satisfaite* 

On définit alors un homomorphisme £ unique de l'algèbre de Lie 2) dans 

Λ f en posant t 

£(A±t) r Χχ € T 1 

en effet les éléments Α̂ φ engendrent toute 1*algèbre 2) * 

On a par exemple I 

Plus généralement* pour tout monôme emboîté ft £ 2)^n^ * on obtient t 
CL 

«"«> = <-»'"" Σ ν *β « A ! ° ! - ° 4 > 
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où la sommation s*étend à tous les arbres tft € t et où les coefficients 

k 0 sont égaux à Ο ou à 1 : η désigne le nombre dféléments de I * αβ 

Nous nous contenterons d'énoncer ici sans démonstration le théorème suivant t 

Théorème ̂ V** l 1 fhomomorphisme -6 est injectif* 

Il en résulte la propriété suivante % 

Corollaire % A tout arbre tfl € T^ n^ * on peut associer un élément 
I+I~ 

F (x̂  * χ ) (où (i^ ... i j H I + U I ) de lfalgèbre tensorielle Ό f de 
P 1 η n 

façon que tout O.R.G m (x. x, ) π h ο i (μ ) sfécrive * a i . i„_ η a l η 

m (x ... x, ) = (~l)n T k Ρ (χ ... χ ) * (15) a i . i * ap ρ 1 η I n β 

et que les relations de Steinmann qui relient les m^ soient automatiquement sa
tisfaites. 

Démonstration t D* après le théorème 1 t il existe un homomorphisme de modules 
/ (n) \ 

qui applique le sous-espace 6(2 de A dans 0 ; il est défini par h ο i ol # \ / (η) ^ Cet homomorphisme s 1 étend à V tout le sous-espace T _ (il suffit pour 

cela que le quotient ) a d m e * k t e U I i e baee^ 1 1 ce qui se vérifie 

(*) 

O n convenant d f é c r i r e toujours les m ^ comme dans la formule (12)f 

cfest~à~dire avec la flèche la plus à droite du type^ # 
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au cours de la démonstration du théorème ! ) • Par suite* l*ensemble des relations 

(14) se transporte dans 0 et on obtient ainsi les relations (15)* 

Remarque t Pour établir la formule (15) on nfa aucunement fait usage des axiomes 

physiques exposés au chapitre II* Notamment le 1er axiome va introduire des pro

priétés de support pour les O.R.G m

a^
x^ ***Xi *̂ q u e n o u s étudierons au chapitre 

suivant ; on énoncera alors un théorèmê meilleur que le précédent* d'après lequel 

il est encore possible de satisfaire à Inégalité (15) avec des champs d*opérateurs 

F0(x. ... x. ) ayant des supports adéquats. 

b) Cônes_associés : 

Nous considérons dans ce paragraphe deux espaces IRn notés respectivement 

(R*1 et lRn î les points de IR*1 sont décrits par leur& coordonnées (t, ̂ t^*... t )H t* 
t s * t 1* 2 η 
et ceux de IR̂  par (s^* ŝ * * ŝ ) H s • On va décrire des ensembles de cônes 
polyédraux de sommet 1*origine dans IR̂  et } à chaque cône h n de 1R̂  corres
pondra dans |Rn le cône dual par rapport à la forme bilinéaire y s t * que 
l'on notera h (h r [s } ̂  3± \ > 0 î V * * M ) • E n fait tous les cônes 
h que lfon définira dans serpnt invariants par les translations 
tj, + a (1 < i < η)· de sorte que les cônes h correspondants seront aplatis 

1 1 ~ ~ Λ . n-1 
et appartiendront à lThyperplan / s. ~ 0 f noté Ρ * 

ϊΞΐ s 

1°) A toute partition de [l̂ 2̂  nj en deux sous~ensembles non vides 
I $ on associe un cônerĴ +̂̂ .— défini dans P^ * par t 

c j £ r j ^ s î ^ Sk ~ 0 * s i > 0 î V i e l + ; fij<0} V j c I~J . 

Tous ces cônes sont disjoints et lfunion des cônes fermés"^J^n^ ̂  est 

tout l f espace p n * * * s 
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(η) 
2°) A tout arbre t R € T » on associe le cône 

c ~ (t | t- - t > 0 i V χ + t ligne de l*arbre tô] e iR̂  #  Ρ £ m £ m Ρ t 

n**l 
Le cône c. dual de c 0 est un cône simplicial de Ρ défini par la β β s 

règle suivante t chacune des η * 1 lignes £ m de l'arbre t̂  détermine une 
partition de l'ensemble des sommets [l% 2* ... n] de t^ en deux sous~ensembles 
I n et Ja tels que Ζ ί I, . m e J„ • cfl est défini par l'ensemble 
&m £m χ £m• 9 » £m β 
des n-1 inégalités correspondantes soit X 

C R R ( N ) * 
On vérifie aisément que chaque cône /Vj + ^ contient tous les cônes 

associés aux arbres t 0 € τ^η^ * * * 
β ^ 

3°) A tout monôme emboité μ C 2)^n^ * on associe les cônes t 
II 

σ = U c Q < TR̂  

et σ = Π c e Ρ > 

les nombres étant ceux définis par la formule (14) * 

4°) Définition t on appelle cellule de l'espace p^n~*^ tout cône de 
> : · g 
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sommet lforigine défini en se donnant pour tout sous—ensemble I de [l*2T n] 
une inégalité du type t 

Σ Si ~ ~ Σ »j > 0 ou < 0 * 
i * I j C C I 

de façon que 1*ensemble de ces inégalités soient compatibles * Deux cellules 
sont dites adjacentes* si on passe de l'une à lfautre en changeant le signe d'une 
seule inégalité. 

On peut alors résumer dans le petit lemme suivant les propriétés des cônes 
\ * 

lemme 
1°) Pour tout monôme emboîté μ = [Aφ #[·.·[Α4 φ> A f ].*·] ] * 9 t 

1 n-1 η II 
le cône cr̂  associé est simplicial* et défini par les (n-1) inégalités suivantes t 

s + V s > 0 V i * I* j i * i i z—' _ J η 
j € j ±n ι 

s. -·· V s,, < Ο V i e i"* # i , J j e j tn I + 

où désigne l'ensemble des indices entiers apparaissant à gauche de l'indice i 

dans l'expression de • 

Ces cônes ont été introduits par D# Ruelle (cf#(3))* 
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(η—1) (η) 2°) σ est une cellule de Ρ * contenue dans le cône IL • 
s 1*1*" 

(n) 
3°) Etant donné un arbre quelconque tn e T * on a t 

β l V 

σ Π c a = si k α = 0 • 

L'exemple suivant montre que pour η > 5 , l'ensemble des cônes 0"̂  n'est 
qu'un sous-̂ ensemble strict de l'ensemble des cellules γ le cône 

S l + S5 > ° * V S 5 > ° * V S 5 > ° 

est une cellule, mais ne peut être un cône cr̂  * n'étant pas simplicial* 

(n—11 ) Dans la suite * une cellule quelconque de Ρ sera notée γ * l'indice λ S A 
désigne une certaine fonction λ(Ι) définie sur l'ensemble des souŝ ensemblés de 
[l*2# n]* et à valeur dans [+1 * -1] de telle sorte que l'on ait t 

η 
γλ ~ S * ) s = 0 j V I , λ(ΐ) χ > s > Ο • 

L j = l J i e I 1 J 

On se propose de démontrer le théorème suivant t 
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Théorème IV«,2# 

1°) A toute cellule γ. de lfespace Ρ contenue dans un cône°1Γ * 
S / (n) \ ι I~ on peut associer un élément unique r~ de l'algèbre de Lie 2( r. (2 J * 

\ λ ι +Γ/ 
tel que 1 

β 1 

où la sommation s*étend à tous les arbres t R ί T*"n _̂ , et où k- _ - 0 si 

Υ Λ Ί . Π Ί Β π 0 5 \ β = 1 s * \ C Ο Β . 

2°) Pour tout couple de cellules adjacentes γΛ + γ~ + auxquelles cor~ 
(n) 1 2̂ respondent deux éléments r~ * *\ C 3 * il existe deux éléments de degrés 

λ1 λ2 i V 

inférieurs à n* r̂ * e 2> p
 # r^* e 3 " . (1 < ρ < n)* tels que dans 3 f on 

ait légalité t 

Démonstration t 
Soient deux cellules adjacentes γ~ * γι J leur face commune φ ap— 

1 2 
partient à un certain hyperplan H d*équation i 

Ρ 
+ + S A π ~ + + ̂  ) = 0 | 

1 ρ FH-1 n 
qui s*identifie à un produit p ^ 1 ^ x p^P^l _ D a n s H ± 1 

(si ... ) (s ... ŝ^ ) P 

1 ρ p+1 n 

existe un seul cône produit χ γ.η tel que γ>. et y^U soient des cellules. 
Λ À À A 
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respectivement dans p15"*1 et Ρ Π
 f et que φ soit contenue dans γ̂ * x * 

(Il suffit pour le définir* de conserver parmi les inégalités qui définissent γ, 
1 

et γ* celles qui portent uniquement sur les variables de l*un ou de l*autre 
2 

des ensembles [î  i ] * ^p +l #** ^ * A ^χ* e^ ^ η * associons 
respectivement les éléments ρ̂ * Ξ ^ ^^β* *β* € e* 

β* 

β" 

selon la définition (16) donnée dans l'énoncé du théorème. Formons dans A * le 
produit de Lie t 

ΐρλ. Ι ρλ«] = Σ \»β« [ y « ν ] * ( 1 8 ) 

β* β" 

D*après la définition du produit de Lie de deux arbres, chaque crochet du 

deuxième membre sfécrit t 

[tpt Ι *β"3 ~ 2^ tp Σ ' d̂ ns cette expression* tous 
β 1 β 2 
Hl H2 

les arbres ΐ β (resp* t ) ont un cône associé c (resp* cft ) admettant pour 
Pl 2̂ Pl P 2 

face dans lfhyperplan H p le cône produit ĉ , χ c^U (où c^f et ĉ TI sont 

p*"*l n*,*p**l ** 
respectivement associés à t^t et t̂ U dans Ρ et Ρ )• Comme Xyj C ĉ , 
et Y^U C Cp., | on a t 

comme de plus tous les cônes c n sont d*un certain côté de H et tous les cônes 
3. ρ 
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c„ de l*autre côté de H «on a(pour un choix convenable des notations) t β 2 Ρ 

De plus ces cônes sont les seuls à contenir ou et à avoir une 
1 2 face dans H . Par suite, si lfon forme t Ρ 

pi - p 2
 s Σ \ β · ν - Σ \ β * ν 

β. 1 1 1 β, 2 2 2 

selon la définition de lfénoncé^ on est sûr d'obtenir tous les termes apparaissant 

dans le développement de la formule (18) et avec le même signe. En outre* tous les 

arbres tn dont les cônes cQ correspondant n'ont pas de face dans H_ apparaissent 

avec le même coefficient dans ^ et ^ ; en effet si un tel cône contient * 

il contient nécessairement γ~ * Ainsi* on a montré la relation suivante dans Δ t 
\ 

Pjl ~ ρλ 0
 = [ f V · Ρλ Μ ] * ( 1 9 ) 

1 2 

Si on suppose que V ρ < η | et V λ + l'élément p^ appartient à 

£(2))j on voit que l 

ρ λ c 4(2» Ρ λ * £(2» • 

Comme la propriété est vraie* d*après le lemme ci*-dessust pour tous les p^ - ̂ (l^) 



- 26 -

(où μ α est un monôme emboité quelconque)# et que lron passe dTune cellule 
à une cellule γ. quelconque en traversant un nombre fini de faces , on a établi 
que : 

V I , ρ λ <r l (2>) . 

Comme -6 est injective, il existe quel que soit λ un élément unique r^ = t ^ 

de 2) tel que la formule (16) soit vérifiée. 

La deuxième partie du théorème s'obtient immédiatement en transportant 

la formule (19) par l'homomorphisme -6 * * 

Remarque : Il résulte de la démonstration précédente qu'il existe toujours au moins 

un cône ca contenant une cellule donnée γ. t s'il n'en était pas ainsi, on au-
P A. 

rait p^ ζ: 0 quel que soit λ f ce qui est absurde puisque P a - ^ ( m
a ^ ^ 0 * 

Ceci montre du même coup que VX , est exactement l'intersection de tous les 
cônes c Q qui le contiennentf car toute face φ de γΛ est alors contenue dans 

Ρ ^ λ 
au moins un cône produit c^t Χ ĉ TT et la construction ci-dessus permet d'associer 
à ce produit un ensemble de cônes c Q contenant et dont la frontière contient 

ρ Λ. 
φ · 

V - PROPRIETES DE SUPPORT DES Q R G RESULTANT DE LA CAUSALITE 

On s'intéresse dans ce chapitre aux propriétés de support des 0 R G 
m (xAf...,x ) définis à la fin du chapitre III. Ces 0 R G sont des champs d'opé-

4n 4n rateurs définis sur un espace 1R que nous noterons TR pour rappeler qu'il 
s'agit du produit tensoriel de l'espace des positions par un espace 1Rn · En 
identifiant cet espace ÎRn à l'espace TR̂  du chapitre précédent* on peut associer 
à tous les cônes cr , c n C TbP' respectivement les cônes 

α 7 β t 
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On se propose de montrer le théorème suivant : 

Théorème Y Λ t 

Tout 0 R G de Steinmann m (x„ • # . . x ) = h o i (μ) a pour support, dans 
4 α l 7 η η roc ' 

TR le cône Σ = U C 0 . 
X ' α β · k "1 β 

4 
Définitions : Pour tout point χ ç TR̂  , on désigne par A le quotient de 
l'algèbre A par lrensemble des relations [θ π 0 j θ 0 η e] en correspondance 

1 j κ-Ο 
biunivoque avec l'ensemble des identités [θ^(χ) r 0 j \ ^ χ ) ~ *J vérifiées par 

le point x. L'image dans A dfun monôme de flèches m e A sera notée m 
X OC OC y X 

En outre on appelle J l'idéal de A engendré par tous les éléments [Â * Α.] 
^ x x J 

tels que (x̂  - x^) < 0 . 

On va d'abord établir le lemme suivant : 

Lemme . Pour tout point χ e Q Σ^ et tout monôme de flèches m^f on a : 

OCX X 
La démonstration se fait par récurrence sur l'ordre η de m a 

a) Si η r 2 , il suffit de considérer m = θ [A , A ] et il est 
OC 1Λ 1 £ 2 trivial que m e J (m - Ο si x° - x° < 0 ; m = [A. f A ] si (x-x0) M oc>x χ α,χ 1 2 9 oc,χ l9 2 J 1 2 < 0 et Xl° ~ x° > 0). 1 Δ 

b) Supposons la propriété vraie à l'ordre η - 1 f et écrivons 
m ~ A î m' (le cas A J, m* serait analogue). En se reportant à la définition oc μ 1 α η Ν α 
de Σ t on voit que î 

G Σ = Ο ς ' [ Jîx î X n - X ± e£ V* j Vi , 1 < i j · 
OC α w L J 



- 28 -

- Si x^ - x^ e ^ V* quel que soit i (1 < i n-l)# on utilise le fait 
que m a appartient à lfidéal engendré par tous les éléments θ (ceci 
résulte de la définition de la dérivation A f ). Or au point χ, θ nrest dif-

2 ^ 
f érent de zéro que si (x - x j < 0 ^ donc m e J . 

η x OL, χ x 
- Si x e 0 Σ 1 , m* appartient dfaprès lthypothèse de récurrence à lfldéal 

oc oc j,x 
engendré par tous les éléments [Â , Â  ] tels que 1 < î j < n—1 et (χ. - χ . ) 2 < 0. Il suffit donc de considérer lYaction de A \ sur un monôme i j n1 

quelconque dfordre n—1 contenant en facteur un tel élément A.]. On obtient 
ainsi des termes contenant en facteur [Α̂ , Aj ] plus un terme.contenant en fac
teur lfélément 

A î [Α. , A. ] = θ . [A , A. ], A. + Θ 4 k . A j . (20) n' L x * j J ni Ln* xJ* J nj A* L « * 3 

Deux cas sont possibles t 

2 2 . (x. - x ) > O et (x . — x ) > 0* alors nécessairement i n j n 
n̂i ̂  n̂j ô* ^ Ι & ρ Γ® ε ι lfidentité de Jacobi f le second membre de la formule (20) 

sfécrit : 

6 n i [ [ V Ajl» An] * J

x * 

2 2 
• (x. - x ) < 0 (ou de même (x -x ) < 0) * alors le second mem~ i n j n * 

bre de la formule (20) sxécrit t 

( 6ni " V [ [ V A i ] ' A j ] + 6nj [Α*' [ A i > A J ] ] < Jx J 

ceci achève la démonstration du lemme. 
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Le théorème V.l est alors un corollaire immédiat de ce lemme et 

de l'axiome de causalité ( 1er axiome énoncé au chapitre I I ) . 

Nous énoncerons sans démonstration (celle-ci étant trop longue pour 

avoir sa place dans cet exposé ^-ble théorème suivant qui est une version amé

liorée du corollaire du théorème IV.1· 

Théorème V.2 : A tout arbre tg e T J + J - t o n peu"fe associer un champ d'opérateurs 
4n 

Ρβ^ Χ1* ****Xn^ s u r ^x ay a nt P°ur support le cène de telle sorte que pour 
tout monôme m * on ait t m (x, .... x ) = > k n F Q (x, + x ) . (21) 

cr a l * η Ζ-ι ocp β 1 η * 
et que les relations de Steinmann reliant β les 0 R G m (x) soient identi-

α 
quement satisfaites par les seconds membres des équations (21). 

(22) 
Considérons alors l'ensemble des champs d'opérateur r.(x ...x ) - / k a Fa(x ...x ) 

A l Π / ' OCP Ρ 1 Π 
où la définition des coefficients k n est celle du théorème IV.2 §F Comme tout 

αβ 
Fft(x ...x ) est l'image de l'arbre tft par l'extension à T de l'homomorphisme 
Ρ 1 η Ρ de modules h ο i ο Ζ (cf. corollaire du théorème IV.l). il est clair que t n 

r. (x .. .x ) = h ο i ο l 1 (P. ) R h ο i (r. ) , où r. E 2) . A i n η 1 A η A A 

Or h ο î  peut aussi être considéré comme un homomorphisme d'algèbreSde Lie de 
2) dans l'algèbre de Lie associée à l'algèbre tensorielle 0 . Par suite les 

relations (17) établies par le théorème IV.2 se transportent dans Θ , c'est-à-
dire que pour tout couple d'indice \r Ο Ο Γ Ρ Θ 8 Ρ ο α ^ η 1 ; a d e s cellules adja
centes γ. * Ύ\ r o n a une relation de la forme : 

r. (x . . .x ) - r (x .. .x ) = r. f(x h..x. ) , r.,f(x. ...x. ) . (23) Aul η λ0 1 n A l m ' A i , i^ 1 2 L 1 m+1—I 
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De plus tous les r,(x,...x ) sont des combinaisons linéaires à coefficients 
λ 1 η 

entiers des m
a ( x

1 * · * x
n^ puisque les monômes emboités de l'algèbre de Lie 

2) engendrent linéairement toute cette algèbre et en particulier les éléments r^. 
Ils sont donc bien intrinsèquement définis * indépendamment de la détermination, 

des FQ(x^ .. .X ). ρ 1 η 

Les L(X....X ) sont tous les opérateurs retardés généralisés A l η 
que l'on peut introduire dans la théorie j Les 0 R G de Steinmann πι^χ^.,.χ^) 
n'en constituent qu'un sous-ensemble correspondant à des éléments particulière
ment simples de l'algèbre 2) , à savoir les monômes emboités. (C'est seulement 

à partir de n=5 qu'il existe des r^ qui ne sont pas des m^Dans le chapitre 

suivant nous considérerons les nfonctions retardées généralisées" (F R G) corres

pondantes, c'est-à-dire les éléments de matrice (Ω, Γ Λ(Χ ...Χ ) Ω) (notés aussi 
A 1 η 7 

{r.(x„ ...x ))). D'après la fin du chapitre III* toutes ces fonctions ne dépendent A l η 
en fait que des différences (x —x,), et on peut également déterminer les fonctions 

™* 3 
(Fp(x̂ ...x̂ ) ) de façon qu'elles ne dépendent que des différences (x^-Xj), tous 
les supports et étant invariants par les translations [x̂  -» x^ + a]. 

(*) Tous ces 0 R G ont été introduits par Ruelle (3) par un 
procédé différent. 
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VI ~ UN PROBLEME DE VALEURS AU BORD DANS LfESPACE DES IMPULSIONS 

a) Géométrie de l'espace des impulsions t 
A toutes les notions introduites au chapitre IV * en ce qui concerne 

l'espace IRn j on peut faire correspondre les notions suivantes relatives à l'es-* 
4n ^ 

pace (R̂  de n quadrivecteurs p^ représentant les variables d'impulsion t 

( <R4n = IRn ® «R4 ̂  . 
V p 8 ρ / ~ rrr^ - N-L Tous les cônes cr , /[^ * c R » γ., étant définis dans le plan Ρ CX Ρ Λ s 

I+I~ 
par des ensembles d'inégalités du type (24) s^ + Si + • · · + > 0 ou < 0 # 4(n-l) 1 2 m on leur associe dans le plan Ρ d'équation | 

Pl * P 2 + *#* * Pn ~ ° 9 

les cônes /̂̂  * J. 1 * Cfi * "̂λ o b t e n u s e n remplaçant chacune des inega— 

lités (24) par l'inclusion correspondante * 

p± + P A + • + p ± C V + ou V 
1 2 m 

Λ Τ—R ^ R Ν 
Dans chacun des grand cônes I . = Ρ ) / p = O j 

... p ± e V + » i f I + j P j f f , j c f j 

sont contenus tous les cônes C^ relatifs à tous les arbres t̂  de lTensemble 
T W Chactuie des "cellules" IL contenues dans | j est l'intersection de 

i V λ [ J i V 
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tous les cônes C ^ <lui ̂ a contiennent (ceci résulte de la remarque faite β -j. 
à la fin du chapitre IV)*1 1 

b) Analyticité des F»R*G* dans des tubes» 

On considère l'ensemble des F.R*G* <̂  r. (x. *.* x ) ) d'un ordre donné η 
Kl η 

quelconque ; nous supposons que ces fonctions sont continues et à croissance lente } 
à cause de l'invariance de ces fonctions par les translations [χ x + a}* leurs 

< ** . 
I\ (p) / * 

ι η Λ De même les transformées de Fourier des {F R(X • x )^ sont de la 
/"* \ p i n 

forme δ(ρ̂  + • + Pn^ ' * dans cette notation* ρ désigne un point du 
plan P 4( n-D #  Ρ 

(*) 
D'après un théorème bien connu sur les transformées de Laplace de dis

tributions tempérées à support dans un cône, on voit que toutes les distributions 

(Fp (p)) sont des valeurs au bord de fonctions analytiques notées (F^ÎÊ)). (É) 
désignant un point du plan p ^ n ^ complexifié). Chaque fonction ^F (£)^ est 

P P 
analytique dans le tube % 

η 

fk = ( v v » k i = Ρ Ι + i qi » Σ K J R ° ? * 1 * 
L J=l 

la base de ce tube étant en effet le cône dual de C R par rapport à la forme b±-* 

linéaire Y , pl * xi * 

(*) 

Pour des références plus précises concernant les origines de ce théo

rème on pourra se reporter au livre de Streatcr et Wightman (réf. A)oùl*on trouvera 

plusieurs versions dudit théorème. 
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En récrivant la formule (22) pour les transformées de Fourier des F*R*G» 
correspondantes, soit t 

< \ « » = Σ ν < V W > · 

on voit immédiatement que tout {r (p)) est la valeur au bord dfune fonction 
A 

{r. (έ)) i analytique dans le tube t 
A 

* λ = [ £ S Ρ + iq | 3 < Γ λ J , Γ Χ = Λ 0 Β . 

En particulier* chaque F.R.G. de Steinmann^m (p)) êst la valeur au 
Σ α ^- \ 

f les / constituant 
un sous—ensemble de lfensemble des cellules } mais α ce résultat concernant 
les {m (p)) pouvait s'obtenir directement par dualité à partir des propriétés 

α 
de support démontrées au chapitre précédent* c'est-à-dire indépendamment du théorème 
V #2 # En résumé* 1*intérêt de l'introduction de l*algèbre des arbres et du théorème 

V*2# est d'avoir permis la résolution du problème de valeurs au bord suivant I 

Ê jit donné un ensemble de fonctions analytiques dans les tubes 

de bases ^ , dont les valeurs au bord {rn̂ ip)) satisfont sur tous les réels à un 

certain système de relations linéaires (relations de Steinmann)* il existe des fonc-

tions \fp(2)/ analytiques dans les tubes de bases telles que I 

< V * > > = Ç \β < Y * » * ( 2 5 ) 

o ù : k n ~ 0 si C . N > = 0 . 
αβ β L-j ? 

\β = 1 s i Σ c ° β > 
r α r 
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et les expressions (25) résolvent les relations de Steinmann* De plus pour 

toute cellule 3\ * on peut définir une fonction {r. (Ê)^ analytique dans le tube 
A À 

de base Γ- par la formule t 
A 

< rx ( £>> = Σ \ β < y * » 

(où 1 ^ = o si c p n Γ λ : O ; 

\ β
 = 1 8 1 rx c V ; 

la valeur au bord sur les réels de ^r^(Ê)^ étant une combinaison linéaire bien 

définie (à coefficients entiers) des (m^ifï)}* 

c) La fonction de n points» 

L*introduction du 3ème axiome physique (condition spectrale) ajoute de 

nouvelles conditions sur les valeurs au bord ^r (p))> qui jusqu'à présent nfont pu 
A 

être exploitées que très partiellement % 

On a le théorème suivant 1 

Théorème VI ~ 2. 

Pour tout couple de cellules adjacentes I\ » I\ dont la face commune 
1 2 

est dans le plan df équation p^ + ··· + π 0 . les valeurs au bord correspon
dantes {r. (f)) ) f (r. (p) ) coïncident (enmtant que distributions) sur un ouvert de 

1 ^ 2 2 o 
la forme &±.„± [Ê î (Ρ± + ··• + P ± ) s (ρ± + + ρ ) < M ] . 

1 m 1 m HH-1 n 
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Démonstration t Utilisant la relation (23)* on obtient t 
in 

<r ($)> - < * . ( $ ) > ~ f e P J * X J <Ω* [Γ χ | ( χ . . . χ ) , 
1 χ J 1 m 

, χλ,ι(χ± - x ^ l i l ) d 4 χ χ ... d 4 χ η * 
πΗ-1 η 

Sachant que les r- (x. ... x ) sont des combinaisons linéaires (à cœffi-
A l n 

cients θ ) de monômes A(x ) ... A(x ) * il suffit de montrer que la distribution 
i J 1 n 

à yaleursvectorielles dans 3è t · 

f 1 ζ V x j 
*(Ρ± • Ρί ) = Ι A(x ) ... A ^ ) Ω) e J 1 1 d̂ x ... d^ ± 

1 m J 1 m 1 m 

a son support contenu dans [p ) p, + ... + p. < V»,+ ] où t 
i. i M 1 m 

— f r 4 2 2 (o) ·> 
V M - [p e R j p > M f p > Oj . 

Pour la démonstration de cette propriété classique* conséquence des 2ème* 

(*) 

3ème et 4ème axiomes exposés au chapitre II* nous renvoyans le lecteur au lirre 

de R. Jost (cf. Ref.B) page 58* 

(*) Lfhypothèse spectrale que nous ayons faite dans le 3ème axiome permet 

seulement de démontrer que le support est contenu dans T J cfest une hypothèse un 

peu plus détaillée sur le spectre d'énergie qui permet d'obtenir la région V * « 
M 
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En appliquant alors le théorème de 1 edge of the wedge de H.Epstein 

(cf. (5))^ à nHmporte quel couple de fonctions <(r̂ (k) ) analytiques dans des 

cellules adjacentes on obtient la propriété suivante î 

Théorème VI »3 

Il existe une fonction Hn(k) analytique dans le domaine suivant 

de l'espace p ^ n complexifié Ι Ρ 

υ t U U i p \ 
I m λ 1 
(λ^) 1 * 1 ι · · · Ν 

où *\J^ ̂ (jj^ ^ ̂  es*t 1 * intersection d'un voisinage complexe de la région 
(D λ ι ^ V " M/ 07° Φ Ο \JLIT...i avec 1*enveloppe convexe de lfunion des tubes 6. et (Z 

Comme le> domaine énoncé dans ce théorème n'est pas un domaine natu
rel, on se trouve devant un problème extrêmement complexe dfenveloppe d'holomor-

phie, dont quelques étapes seulement ont pu être franchies jusqu'à présent. 

D'autre part la superposition des conditions du théorème VI.2 à la 

structure algébrique décrite par le théorème VI.1 pose un nouveau problème de 

valeurs au bord dont une étape préliminaire a pu être résolue par R. Stora (cf.(s)). 

La difficulté de ce nouveau problème de valeurs au bord est liée au caractère sui

vant : les relations linéaires entre les valeurs au bord imposées par le théorème 

VI.2 n'ont pas lieu sur tous les réels, mais sur des régions . > par suite 

4η1 m 

ces relations ne peuvent s'exprimer simplement dans l'espace Ρ χ des transformées 
de Fourier inverses. C'est en effet dans cet espace, et grâce aux propriétés de 

support (et non d'analyticité) qufon avait pu résoudre le premier problème de 

valeurs au bord résumé dans le théorème VI.1, 



- 37 -

d) Relation avec les amplitudes de diffusion de particules élémen 

taires 

Pour terminer et en vue de satisfaire le lecteur mathématicien 

sfil arrive jusqu'ici* nous désirons indiquer sans démonstration le lien qui existe 

entre les amplitudes de diffusion (qui sont actuellement les quantités physique

ment mesurables) et les objets algébriques que nous venons de définir. 

On démontre la propriété suivante î 

Soit une amplitude de diffusion F(p̂ ....pn) où interviennent les particules en

trantes a j ^ * , , a

m d'impulsions respectives Pj**'* p

m

 e^ ^ e s particules sortantes 

d*impulsions respectives ρ T..»p î ΡΤ»*··Ρ sont des quadrivecteurs apparte-
+ m+I η I n 2 2 

nant au cone V et satisfaisant de plus à une condition de masse p^ - m^ 

Soit I \ la région déduite de I \ en remplaçant toutes les conditions 
P i P i e par p ± +...+Pi e ̂  V + Γχ) . 
I m I m 

Alors V ...m] [m+1.. .n] t on a la relation suivante : 

n 2 2 
F ( î V " P m p m + r - p n } = T T ( pi ~ mi } < P X ( V ' - V ~ Ρ« +Γ ' ' " V >"' 

ι 2 _ 2 
• · · lpi - mi 

valable dans la région t 

\v 5 P ± e V + i = m* , l < i < η , (p^.-Ρ,,-Ρ^. · .-Pn> * \ \ ' 

Ceci suppose évidemment que l'on ait montré que la restriction de la distribution π" 2 2 2 2 
(p̂  ~ m^) {r^(p)) à la variété [p̂  - m^j appelée ?tcouche de masse", ait 
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(*) 
un sens • Ceci a été montré par K* Hepp (ci* (7)) avec une définition convena
blement régularisée des F.R.G,, 

Comme annoncé dans 1* introduction * on voit maintenant plus clairement en 
quel sens différentes amplitudes de diffusion correspondant à un Tneme ensemble de 
η particules* mais où l'on fait varier les particules entrantes et sortantes* sont 
des valeurs au bord de la même fonction analytique H^n\k) mais prises dans des 

régions différentes. Cette notion (croisement) n*acquière un intérêt véritable que 

si elle est encore vraie pour la restriction de H^n (k) à la variété "couche de 
2 2 

masse" (considérée comme complexe c'est-à-dire [k j k r m } ). Comme le domaine 
(n) x i 

initial de H (k) énoncé au théorème VT*3. ne rencontre pas la couche de masse* 

la notion de croisement (si elle est démontrable) ne peut être qu'un sous-produit 

du problème d'enveloppe d'holomorphe énoncé plus haut. Cfest seulement dans le cas 

de EÊ:4 j qu'elle a pu être démontrée jusqu'à présent (cf.(6)) c'est-à-dire pour 

les amplitudes de diffusion deux particules -> deux particules* 

(*) Ces expressions ne sont pas nulles* car on peut montrer (7) que les 

r̂ (p) ont nécessairement une singularité sur la couche de masse du type. 
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