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UNE REGULARISATION SPECTRALE
ELEMENTAIRE

Michel WEBER

Université de Strasbourg

Soit U : H — H une contraction d’un espace de Hilbert (H,|| - ||). Considérons les
moyennes ergodiques
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Dans un travail récent, nous avons montré comment étudier efficacement la structure de
I'ensemble A(f) = {An.(f),n > 1}, f € H & l'aide d’'une méthode de régularisation
spectrale, dont le principe est contenu dans une inégalité que nous rappelons. Soit f € H,

soit p la mesure spectrale de f relativement & U. Nous régularisons cette mesure en une
mesure [ définie de la fagon suivante:

%(iﬂ): _"Q(e,x)ﬂ(d9)=/l; |x|_392ﬂ(d9)+/ |9|—1u(d9)’ O<'IEIS7T.
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Alors

Théoreme A. ([LW], théoreme 1) Pour tous entiers positifs m > n

1Anf = Amfll3, < 4 (= =]. (2)
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Cette inégalité implique immédiatement que pour toute suite croissante (n,) d’entiers
positifs

> N Anpes (f) = Any (HI? < 6] £112. (3)
p=1

De plus, si N(A(f),€) désigne le cardinal minimal d’un recouvrement de A(f) par des
boules hilbertiennes de rayon ¢ , alors

N(A(f),e) < 6nf|fl|%e2 + 1. (4)
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Nous proposons de donner une autre preuve a la fois tres élémentaire et courte de I'inégalité
de régularisation spectrale (2), avec toutefois une perte relative quant & la précision des
constantes. Nous utiliserons un argument nouveau d’inversion dans le changement de
variables. Posons pour tout réel z > 1. V. (6) = %:% Rappelons trois estimations
élémentaires de ces noyaux. Pour tout réel x > 1, et tous entiers m > n > 0, |V,(0)| <

inf(1, 1), [Va(0) — Vim(0)] < 2 (52), et | £ Va(0)| < 72(6], si |z6] < et |0] < I.
En vertu du lemme spectral ([RW], p.33), pour tous entiers m >n > 0
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|Anf — Amfil* < (/w' +/—:;swn<%+/w|>%> |Vi(8) — Vi (6)|° 11(dB),

Posons alors pour tous 0 <y <7met —mr <0<
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K(6.y) = 201 (6] < ) 16ly™> + 161 (18] > y) 6"} M) (dy) = / K (6, y)u(d6)dy.

Un calcul facile montre que
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Théoreme. |[A.f — Anfl]* <4p{[L, i} + MW {[L,L1]}.
Démonstration. 1l suflit d’estimer

(I) = / [Va(6) — Vin(0)” u(d8)  (II) = / [Va(8) — Vin (6)° 11(db).
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Concernant (I):

]
152/ /—VIde
ms2f [ 5wo

1
1< /%

Concernant (II):

Nous avons donc montré f(|91<¢)u(|o1>L) Vo (6) — Vm(9)|2 p(df) < MW {% <16l < %}

Le théoreme est donc établi.
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