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Ondes solitaires créées par l'interaction 

d'ondes oscillantes semilinéaires 

Olivier GUÈS 

Mars 1992 

Le bu t de cet exposé est de décrire l'évolution de certaines solutions 

(régulières) o sc i l l an tes de systèmes hyperboliques semilinéaires (en une d i 

mension d'espace) qu i met tent en j e u u n phénomène d ' interact ion n o n l i 

néaire, différent de celui de la résonance "classique" ([T], [HMR], [JMR]), et que 

nous appellerons "résonance faible". I l s'agit de résonances localisées sur des 

ensembles qui , d'une par t sont de mesure nulle ( dans le p lan (tyX) ), mais sont 

aussi des réunions d'arcs de courbes caractéristiques du système. Le résultat 

est la création et l a propagation d'ondes de type "solitaire", qui se superposent 

aux ondes oscillantes. Des exemples simples mont ren t que ces résonances 

faibles peuvent être responsables de l 'explosion de l a solut ion, ou qu'elles 

peuvent être l a cause de comportements compliqués de l a solution lorsque la 

fréquence des oscillations tend vers l ' i n f in i . 

P L A N DE L'EXPOSE 

§1 Rappels et présentation du problème 

§2 Optique géométrique en présence de résonances faibles et fortes 

§3 Exemples 

§4 Schémas des preuves 
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§1. Rappels et présentration du problème 

1.1 Rappels sur les oscillations 1D 

Notons (t,x)e1R2 les coordonnées dans 1R2 et u(t,x) = t(uif...,uN)(t,x)eCN la 

fonct ion inconnue. Nous choisissons une inconnue à valeurs complexes 

simplement pour pouvoir manipuler des exponentielles complexes. 

On considère u n système non linéaire, que l 'on écrit avec une nota t ion 

matr ic ie l le 

(1.1.1) dtu + A(t,x)dxu =f(t,x,u,ïï) 

où AeC°°( R 2 ; W ^ ( R ) ) e t / = '(fi,..M e C°°( Œ^xIR2" ; CN ) . 

Pour s implif ier l'exposé, nous supposerons que le système est déjà sous 

forme diagonale, c'est-à-dire que l a matr ice A est diagonale avec des 

coefficients principaux réels et distincts X\{t,JC) < . . .< XN(t,x), les fonctions Xj 

étant C°° de leurs arguments. 

Le système (1.1.1) s'écrit donc comme i m système de champs de vecteurs 

(à coefficients réels) : 

X\Ui = / i ( £ , s , u , u) 

(1.1.3) i : , où Xj = dt + Xj(t,x)dx 

l XNuN =fN{tyx,u,û) 

Les données de Cauchy sont "oscillantes" de l a forme 

(1.1.4) Uj(Q9x) = Hj( x ; ~$J(x)/e ), j = l , . . . , N , 

où ~$Je C°°(IR; IR/V ) et où les fonctions Hj (x;8j) sont presque périodiques en la 

variable rapide OjelRnJ (nous préciserons plus lo in cette régularité). 

1.1.1 Phases d'oscillations. Variables rapides. Fonctions presque périodiques 

Les fonctions sont les restr ic t ions à {¿=0} de fonctions ~*ç> • := 

>—><Pj,nj ) où çj7k G C ° ° ( R Z ; R ) , qui sont des "phases" pour le champ Xj, c'est 

à dire que 

(1.1.5) Xrfj = 0. 

Nous noterons dans la suite 0 / l'espace R N > et 6 := 0 i x . . . x 0 ^ . de sorte que 

la fonction Ç$\ ,...y(j?N) est à valeurs dans 6 . 

§ 1 Rappels et présentation. p 1 
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Fixons pour toute le suite u n voisinage Q de O e K 2 , fermé convexe et borné, 

te l que Q n { # = 0 } = [a,6] et que fin{£>()} soit u n domaine de détermination pour 

[a,6]. 

Si *F est u n espace vectoriel reél de dimension finie, on note С ° OF) l'espace 
des fonctions presque périodiques de l a variable 0€*P, c'est-à-dire l'adhérence 

dans L°°0F) de l'espace des polynômes trigonométriques 

{ ] T axei{x>B) , A partie finie de @* 9axeC). 
XeA 

U n é l émen t /de C°Ç¥) admet une "moyenne" MfeC définie par 

M(f) := lim ( T^im4f f Дв)de ) 
T-ïoo J 

TQ 
où Q est le cube unité de *F. 

Si D est u n fermé connexe de IR 2 , on désignera par &pv (D,W):= C0(D:C^O¥)) 

l'espace des applications continues sur D à valeurs dans C*pQ¥). 

Les fonctions de ^ P ( Q , 4 0 admettent u n spectre dénombrable, c'est à dire 

qu ' i l existe u n sous-ensemble au plus dénombrable de ¥*, indépendant de (tjc\ 

que l 'on notera A(f) te l que 
At9x;0) ~ X *x(t*)ei{X*B) , ax e C°(D;C) 

au sens où : V(*,x) e Д VAe¥*, M(fe~i{X>e) ) = ax(t#) Ф 0 => A е Л ( Д 

1.1.2 Hypothèses sur les phases d'oscillations 

L'étude de l ' interact ion non linéaire des oscillations fa i t apparaître des 

combinaisons linéaires des phases Çjjk - On commence donc par faire une 

hypothèses naturel le de "clôture", in t rodui te dans les t ravaux de H U N T E R , 

M A J D A , R O S A L E S ([HMR]), reprise par J O L Y , M E T I V I E R , R A U C H [JMR] et qui 

assure l a finitude du nombre de phases en j eu : 

аЛ.6)НурЛ:ССШигеЧямк]Лшк1) 
Заев/: (X,ç) = < a , ^ > 

Nous supposons ensuite que la condition de transversalité entre le système 

des phases et les champs Xj9 in t rodui te dans [JMR], est vérifiée. H s'agit de la 

condition de "weak transversality" de [JMR] : 

§ 1 Rappels et présentation. p 2 
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{1.1.1)Hyp.2 : ("Transversalité" [JMR]) 

Enf in , comme dans [JMR], pour éviter l ' appar i t ion d'oscillations sur des 

phases constantes, nous supposerons que : 

Hyp.3 : V ; € { 1 , . . JV}, V a e 0 / \ {0} : grad( < a rfj) ) * 0 presque partout. 

1.1.3 Osci l lat ions et asymptotique L 1 de ue : u n théorème de J . L . J O L Y , 

G . METIVIER et J . RAUCH 

Le théorème qui suit montre que la famille de problèmes de Cauchy (1.1.3), 

(1.1.4) admet une solution oscillante à profi l presque périodique. 

Dans Ténoncé du théorème intervient u n opérateur Ey qui est u n opérateur 

de "moyenne" sur a* p (Q r , 0 ) . I l s'agit d 'un projecteur linéaire con t inu de 

a£ p (Q r ,0 ) dans ^ p (Qr>®/) dont on rappellera l a définition précise plus lo in , car 

elle fai t intervenir l a structure des "résonances" entre les phases "$j . 

D'autre par t , si QT:= Q n { 0 < i < T } ( r>0) , on note C ^ L 1 ^ ) l'espace des 

fonction f(t,x) continues sur Q r , m u n i de l a norme : 

sup J j f l f , . ) | L i ( ) , où QT(t) := {x I (tjc) e QT}. 

THÉORÈME 1.1.1 ([JMR]). Soit Hj(x,9j) e &pp(la№@j) pour tout j e {l9...N\. Le 
problème (1.1.3M1.1.4) possède, sur un domaine Í2 r:= Q n { 0 < i < r } (T>0) 

indépendant de £>0, une solution u£(t,x) continue et bornée dans L°°(Q r) 

uniformément en e. De plus pour tout j e {1,..JV}, il existe Tj G&pp(QT,@J) tel 

que 

uf(tyx)-rj(x;~$j(t9x)/e) = o ( l ) dans C 0 / , 1 ^ ) , 

et le "profil" IT:= ( V N ) est la (seule) solution du système 

intégrodifférentiel suivant, où les Ej sont des "opérateurs de moyennes" qui 

dépendent de la structure des résonances entre les phases q>j : 

( 1 1 8 ) Í XjTj = Ej{fj(t,x,r9 Y ) } , V/e{ l , . . JV} 

O n peut cependant se poser des questions plus précises concernant 

l'évolution de l'onde oscillante u£. On peut en part iculier s'intéresser 

- à une description dans L 0 0 des fluctuations de uE, 

§ 1 Rappels et présentation. p 3 
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- à la durée d'existence régulière de u€ou aux liens existant entre la durée 

de vie du profil Tet celle de ue. 

L a réponse à ce type de question fa i t i n t e rven i r l a no t ion de "forte 

transversalité" qui a été introduite par [JMR]. 

1.1.4 Forte transversalité 

Pour tout j € {!,. . .#} etx0e [ a , b], on notera : selO,...]-*?^ (s) e £ï l a 

courbe intégrale de Xj telle que X/>0(0) = xQ, décrite dans le sens des t crois

sants, et %j,xQ I e graphe de y ^ . 

DEFINITION 1.1.2 ([JMR]). Soit j s {1,..JVT} et heCH&№)-On dit que h est fortement 
transverseàXj,ce que nous noterons "hrhXj ", si: 

Vx0e[ayb]: Xj M y 7 > o 0 0 ) * 0 , s-p.p. 

Cette notion permet dans certains cas de préciser le théorème 1.1.1: 

THÉORÈME 1.1.3.([JMR]). En plus des hypothèses du théorème 1.1.1, supposons que 

la propriété suivante est vérifiée (appelée "condition de forte transversalité " 

dans [JMR] ce qui revient aussi à remplacer (1.1.7) par (1.1.9)): 

(1.1.9) VÀeG*, V / e { l , . . J V } , Xja,$)£0=>a,iï>faXj. 

Alors le théorème 1.1.1 est vrai avec un o ( l ) dans L°°(QT). 

O n a également des renseignements sur le temps d'existence des 

solutions. Notons T£ l a durée de vie de uE et T* l a durée de vie du profi l 1T\ 

THÉORÈME 1.1.4 ([JMR]). Supposons que la condition (1.1.9) est vérifiée. Alors: 

pour tout T tel que 0<T<T*il existe e0> 0, tel que TE>T lorsque e0 <£. 

I l est observé dans [JMR] que sans l'hypothèse (1.1.9), les théorèmes 1.1.3 ou 

1.1.4 ne sont plus vrais. Nous renvoyons également le lecteur aux divers 

exemples donnés au §3. Cette observation est le point de départ de notre exposé. 

Nous allons voir que la cause de ce phénomène est l'existence de résonances 

faibles, dont le résultat est l 'appari t ion d'ondes du type "solitaire" (c'est à dire 

en <U((p/e) où <&(0)-»O quand | 0 | -»oo) qu i v iennent se superposer à l'onde 

oscillante "de base ", donnée par le théorème 1.1.1. 

1.1.5 Résonances classiques et résonances faibles 

Une résonance classique est une relat ion de dépendance linéaire entre les 

phases Çjfk et l 'on identifie une telle relation à u n élément XG®*~{0) te l que : 

§ 1 Rappels et présentation. p 4 
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U , ^ ( M ) > = O , v a , x ) € Q . 

Nous appellerons résonance faible pour Xj u n élément de l 'ensemble 

(conique) Stfj défini par : 

9tfj := { A € 0 * - { O } : Xj(X,ï$)ÏO p.p dans Q et U , ^ > rftX, }. 

et si Xe&fj, nous appellerons "support de la résonance faible À", l 'ensemble 

u ^ / > J C l a réunion portant sur les XQ G [a ,6] tels que 

wesiR( U > 0 / Z ; « < A , ^ > ( X , > O ( S ) ) = 0 } ) > 0 . 

On peut alors éviter l'hypothèse ( 1 . 1 . 9 ) et généraliser les théorèmes 1 .1 .3 et 

1.1.4 de l a manière suivante. 

THÉORÈME 1 .2 .1 . Soit Y* :=(iri,...XN)le profil déterminé dans le théorème 

1.1.1. Supposons que 

( 1 . 2 . 1 ) A(fj(t9x,r,r)) n&fj = 0 , V / G C I , . . . ^ } , 

alors la conclusion du théorème 1.1.1 reste vraie avec un o ( l ) dans L°°(QT)9 ainsi 

que celle du théorème 1.1.4. 

En particulier ( 1 . 2 . 1 ) est vérifiée lorsque pour tout je{l,...>N}9 A( Hj ) c A f où 

M est un sous-espace vectoriel de 0* tel que MnStfj = 0 , Vje{ l , . . .>Ar} . 

L ' obje t du paragraphe suivant est de mettre en place u n cadre et des outils 

qu i permettent d'analyser des situations où ( 1 . 2 . 1 ) n'est plus vérifiée. 

§ 1 Rappels et présentation. p 5 
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§2. Optique géométrique en présence de résonances 
faibles et fortes 

2.1 Matériel et hypothèses 

2.1.1 Résonances classiques 

Nous appelons résonance classique ou "résonance forte", une re la t ion de 

dépendance linéaire entre les phases çjj (ou relat ion abélienne entre les feuille

tages définis par les courbes de niveau des Çjjk). On i n t r o d u i t l'espace des 

résonances 

(2.1.1) R:=[Xe®*: U , # > s O dans Q } . 

Alors ~$ = (^iv..><P#)> qui prend ses valeurs a p r io r i dans ©, est en fai t à 

valeurs dans le sous-espace RL<z®. On notera ¥ := R1. 

2.12 Contrôle des résonances faibles 

Introduisons de façon générale l'espace des résonances faibles pour Xj : 

(2.1.2) 9tfj := {X e 8* : X3(X,~$) * 0 p.p dans Cl et (X,~$)&<Xj } 

Pour décrire de manière suffisament générale l'ensemble 9tfj, on fixe de 

(nouvelles) fonctions phases pour Xj 

Ç ^ - l , ^ * , * ) , . . . ,Çjrt<t>*> o ù foeC-XOjR) et XjÇjk = 0 dans Q, 

et l 'on note Ç; = (£•„ Çimi ) eC°°(Q;IR 1 + , w./ ). Pour éviter les redondances 

nous supposerons que 

(2.1.3) Vj e {1,..JV}, V a G ( R 1 + W i ) * : <a,Ç/> * ° presque partout dans Q. 

E n outre, pour tout j e { 1 , . . JV}, on suppose qu ' i l existe des applications 

aj : ®fj ~* IR 1 ^- 7 > homogène de degré 1 

/3/ : 9ifj - > C ° ° ( Q ; R ) , homogène de degré 0 

Mje%(ïïLnJ;*F)identifié à une matrice réelle à coefficients constants 

vérifiant les deux propriétés suivantes : 

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 6 
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V j e { l , . . . , A r } . , V À e * / / : 

(2 - 1 - 4 ) 1. < X , -$ ) = < a / U ) , Q > ftU) + U , M / $ > 

R E M A R Q U E S 2.1.1 

1. Les propriétés (2.1.4) entraînent effectivement que X e Sifj puisque 

d'après (2.1.4X1 : 

Xj{X,-$) = < o / U ) , 0 > XjfijiX;.) 

et le membre de droi te reste n u l le long de toutes les courbes yjtXQ pour 

—> 
lesquelles < a , ( À ) , C/(°>*o ) > = 0. Le support de l a résonance A sera donc la 

—> —> —> 
réunion des courbes {Çj(t,x ) = Ç/(0 , x 0 ) h o ù x 0 vérifie < a/( A ) , (0,xo ) > = 0. 

2. Pour tout jf € { l , . . . / ^ } et tout X e 0* , une (et une seule) des trois propriétés 

suivantes est vérifiée : 

i) Xj(X9~$) = Q dans Q , ii) (X,<jï)(hXj , iiiXefftfj . 

3. Forme de 9tfj . Introduisons le cône Tj = { X e / A/ = ( A / , i X j > T l j ) = 0 } < 

Vespace vectoriel ©* J := {A € 0* / Aj, = 0 k *j} c XF*. Alors &fj est l a somme de Tj 

©**> et 1} s'identifie à * f j : 

(2.1.5) st/j = F/ + ©**>, i ) = ®fj/e*J. 

2.1.3 Notion de ''répartition linéaire des résonances faiblesf1 ( R L R F ) 

D E F I N I T I O N 2.1.2 Soit a une partie de *F* et j e {1,..JV}. Nous dirons que a 

vérifie la propriété de ''répartition linéaire des résonances faibles en Xf (en 

abrégé RLRFj) si les deux propriétés suivantes sont vérifiées : 

i) Il existe une famille finie !?j de sous-espaces vectoriels de *F* tels que 

( a n # / , - ) c U V et V V e ^ : V c ^ (adhérence de &fj) , 

ii) Pour tout Ve&j et tout (t,x,Zj)eQxïR1+mJ , l 'applicat ion 

X € Vn&fj (CCJ(X),ZJ) Pj(X;t,x) e 1R 

est la restriction à Vn&fj d'une forme linéaire sur V notée: 

Â e V - » <X,Qv(t,x,Zj))eU. 

Nous dirons que o vérifie RLRF si pourtout je { 1 , . . JV} a vérifie RLRFj . 

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 7 
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R E M A R Q U E S 2 .1 .3 : 

1. Qy(t,x9Zj) est forcément linéaire en Zj et continue en (t>x). On notera 

parfois par l a suite Qv(t9x9Zj) = Qv(t9x)zj9 où Qv désigne une appl icat ion 

continue de Q dans # ( R 1 + " V ; V* ) . 

2 . Qui t te à saturer 9j pour l ' intersection, on peut supposer que &j est 

stable par intersection (finie, puisque &j est f in i ) . 

E X E M P L E S 2 .1 .4 : 

1. Une part ie a vérifie l a propiété de RLRFj lorsque or\9tfj est fini. E n 

particulier , c'est toujours v ra i lorsque o est finie. 

2. Une partie a vérifie la propiété de RLRFj si 

on9tfj<z 3fj?+ @*J où 3fj est une réunion finie de droites de Fj . 

3 . Lorsque 8tfj vérifie RLRFj , toute partie a vérifie RLRFj . E n part iculier , 

c'est toujours le cas lorsque fkfj est un plan, puisque dans ce cas i l résulte de 

( 2 . 1 . 5 ) que c^Stfj vérifie le point 2 précédent. 

2.1.4 Profils 

Désignons par R : = R u { 0 0 } le compactifié de R avec u n point à l ' i n f in i . 

E tan t donné u n espace vectoriel réel de dimension finie Z = R V , et u n fermé D 

de R 2 , introduisons l'espace (de Banach) $4 (Dx R,*F):= C°(Dx R : C p° QV)). I l 

s'agit d'une algèbre qui s'identifie avec l'espace des fonctions f(t9x;p;6) e 

C°(DxlR:C°pQV))9 (t9x)eD9 p e R , 0e¥, qu i admettent une l i m i t e lorsque 

|p| ->oo, uniformément par rapport à (t 9x90)eDxxV. On notera f(t,x;oo;6) e 

C°(D:Cpp QV)) = &PP{D?V) la fonction presque périodique obtenue lorsque |p|~*oo. 

D E F I N I T I O N 2 . 1 . 5 Nous appelons PiD.Z.'V) l'adhérence dans 

C°b(DxZ:C 0 QV)) (= fonctions continues bornées) de l'algèbre engendrée par les 
PP J+K 

fonctions de la forme f(t9x;(a9z);0) où aeZ* etf(t9x;p;Q)eS&(Dx1R9

xV). 

Autrement dit fe^iD.Z.W) si et seulement si: Ve>0 , il existe un ensemble fini 

de fonctions / ^ € ^ ( D x R , ¥ ) et des akeeZ* l<k<p9 (l£€<qk)tels que: 
P <*k 

( 2 . 1 . 6 ) \f(t9x;z;B) - £ J J fk/t9x;(ake9z);0) \ < E . 
k=i e=i 

Dans la suite, on notera Zj = Rm-> et Zj eZj l a "variable rapide" à laquelle on 

substituera "Çy(?,Jc)/£". 

L a proposition suivante montre que les éléments de ^ ( D , Z , * F ) admettent 

une l imi t e "lorsque z tend vers l ' i n f in i le long d'un sous espace vectoriel de Z". 

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 8 
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P R O P O S I T I O N 2 .1 .6 Soit Y un sous espace vectoriel de Z. 

1) Pour tout / e ^ ( D , Z , ¥ ) il existe une application notée C y / e ^ C D . Z , ' ? ) 

telle que pour Y-presque partout y eY: 

(2.1.7) lim f(t,x;z+Xy;6) = (2Yf)(.t,x;z;6), V (t,x,z,0) eDxZxW. 

2) 2yf est invariante pour les translations par des vecteurs de Y: 

(2.1.8) 2Yf(t,x;z+y;e) = 2Yf(t,x;z;6\ V y e Y , V (t,x,z90) G Z>xZx*F. 

E n par t icul ier d'après (2.1.8), pour Y = Z , 2zf est une fonction indépen

dante de z et s'identifie à u n élément de 9PP(D^). On notera X9(DyZ^V) le 

noyau de 2Z , qu i est alors en somme directe avec (!) ,¥): 

(2.1.9) ^ ( D , Z , ¥ ) = &PP(D?¥) 0 K9(D,Z^) 

2.1 A Opérateurs de moyenne 

Si V est u n sous-espace vectoriel de ¥*, on note Mv : C ° OF) - » Cp° OF) 

l'opérateur défini par 

(2.1.10) Mvf(e):^ lim ( T~d (f(e + v)dv±.(v) ) 

TQ 

où d~dim V1

 y dvi est la mesure de Lebesgue dans V 1 , et Q est u n cube de V1 

de volume (dans V 1 ) unité. 

L'action de l'opérateur Jiv est celle d'un "fi l t re" qu i ne laisse passer que 

les signaux dont la fréquence appartient à V. I l agit de l a manière suivante sur 

les exponentielles : 

f Osi XeV 
(2.1.11) si f(0) = ei{x>e) , Myf = \ 

[ fsiXeV. 

2.1.4.1 Moyennes pour les oscillations ([JMR]). 

Rappelons que JR = {X e 0* : (X, ç?) s 0 dans Q } et Q** := {X e 0* / Xk = 0 si 

j*k}. Alors les opérateurs de moyenne qui interviennent en (1.1.8) sont définis 

par 

(2.1.12) Ejf := MR + e*j 

où l 'action des opérateurs Jiy est étendue aux fonctions dépendant de (tyx) en 

considérant (tyx) comme des paramètres. L'opérateurs Ej applique 3% (£>,¥) 

§ 2 Oscillations avec résonances faibles et fortes. p 9 
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dans PppiDyVj) en tenant compte des résonances fortes entre les phases 

d'oscillations 9...9<j?N. 

2.1.4.2Moyennes pour les résonances faibles. 

Soit a une part ie de ¥*. On définit u n opérateur B°y q u i agi t sur les 

exponentielles (et s'étend par linéarité aux polynômes trigonométriques) de l a 

manière suivante : 

{ OsiXeonStfj 

eHaj(x),zj)fij(x)ei(x ,Mj9j) sixean^fj . 

Le rôle de l a condition R L R F est de permettre de prolonger l'opérateur B j 

aux fonctions presque-périodique. C'est l'objet de l a proposition qui suit : 

P R O P O S I T I O N 2.1.7 Si a vérifie la propriété de RLRFj, l'opérateur B * se 

prolonge de manière unique en opérateur linéaire continu de CppQ¥) dans 

Cl(QxZj:C;p(®j)l 

Démonstration. Soit S*} la famille associée à <x, stable par intersection finie 

(remarque 2.1.3), et ordonnée par l ' inclusion. Pour VePj notons SM(V):= { We 

JFJ , WŒV, W maximal *V}9 et introduisons les opérateurs 

Wvi=My(l-Ej) Yl(l-Mw) siV*{0)9 et F { 0 } : = 0 . 
WESM(V) 

qui opère dans C^OF). Alors s i / ( 0 ) = eia>e\ B j / s'écrit encore 

(2.1.13) Bjf(t9x\Zj'9ej) = ^(WyfXQyit.x^ + MjOj). 

Ensuite, comme les ¥ v se prolongent à CppQ¥)9 les B j se prolongent également 

avec la formule (2.1.13), ce qu i démontre la proposition. E n fai t l'opérateur 

B j e s t l 'extension à l'espace CppQ¥) de l'opérateur q u i agi t sur les fonctions 

exponentielles f(6) = el{X)B)de la manière suivante : 

f / (Q v Zj+Mj0j ) si XeV9Vminimal e?J9XïR+&*J 

(Bjf)(t9x;zj;6j) = \ 
[ 0 sinon M 

D E F I N I T I O N 2.1.8. Soit a une partie de vérifiant la propriété de RLRFj. On 

définit Sf-Ej + Ba

j9qui opère continûment de C^Q¥) dans C°b(QxZj:C »p (%)). 
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2J2 Les résultats 

On généralise u n peu la donnée de Cauchy et on s'intéresse au système 

semilinéaire 

(2.2.D i : 

l XNuN =fN(t,x,u,u) 

avec des conditions ini t iales 

(2.2.2) Uj(09x) = Hj(x;Ç?(*)/e ; $j(?c)/e) , j = l f . . . ^ r , 

oiiHj(x;zj;0j)e9 (la9b],ZJ9ej), Zj désignant l'espace R 1 + m J ' . 

Suivant les notations de la proposition 2.1.6 nous noterons 2j au l i eu de £2 

l'opérateur de moyenne qui projette 9 (D.Zj,^) sur (PppiDJV) su ivant l a 

décomposition (2.1.9). 

Notons i T = ( f 1 N ) le prof i l oscillant fourni par le théorème 1.1.1 

lorsque Ton remplace l a donnée de Cauchy (2.2.2) par 

(2.2.3) uj (0,x) = C/J3/ (x; ^>](x)fe ) , j = 1,...^V, 

c'est à dire que les Yj (t yx ;Ô)=Yj (t }x;dj) e i ? p p ( Q r , 9 y ) sont les solutions sur 

u n domaine , T > 0 , du système intégro différentiel 

( 2 2 4 ) | XjTj = Ejifj(t,x,r, ?)), V/e{ l , . . JV} 

On a alors le résultat suivant : 

THÉORÈME 2.2.1. 1) Supposons que Ai,...,AN sont des parties de*?* telles que 

(2.2.5) V j e { l , . . J V } , AjVérifie RLRFj et Mfj(t,x,r,r))czAj , 

alors il existe T>0, et des profils %{t^x.Zj.Qj)^^ (QT>Zj,®j), je {1...JV}, tels 

que la solution ue de (2.2.1), (2.2.2) existe sur QTpout tout e e ] 0 , l ] et vérifie: 

uej{t,x) = <Uj{t1x\tj{x)le ; + o ( l ) dans L°°(Q r ), V / e {1,...N). 
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2) Sous l'hypothèse (2 .2.5) ,%(t,x,Zj ,Oj) est l'unique solution de l'équation 

intégrodifférentielle(lesterrnes(tyX)sontsous^ntendus): 

,oo*\ I XjKj^ê*) {fjiru...,% r N ,¥[,...,%,...,rN )), 

< rj\{t=o} = HJ-

(dans le second membre on remplace Yj par °Uj dans fj(t yx,Y,Y ) , en outre 

on a la relation : 2j °Uj = Yj . 

3) En particulier, si 

(2.2.7) A 0 := Vect ( A ( # ! ) u . . . u A(HN)) vérifie RLRFj pour tout j 

alors (2.2.5) est vérifié avec A i = A 2 = . . . = AN = A0et les l)et 2) s'appliquent. 

R E M A R Q U E 2 . 2 . 2 . ^ O n peut écrire les équations (2.2.6)/ au t rement en 

écrivant % sous l a forme % = Yj + iYj où Wj e N(ÇlT,Zj,@j) et en faisant 

porter l'équation sur l 'inconnue 1Y j . Pour cela on note Gj(t,x,u~u, w ,w) la 

fonction C 0 0 de ses arguments (ueCN, weC) à valeurs dans C, définie par (on 

note w':= (w'i,...,w'N ) où w\ = 0 si k*j et w'j = wj ) l'égalité 

fj(t,x,u+w',li,w) ~fj(t,x,u,û) = (w,w)Gj(t,x,u,ïïyw>w). 

THÉORÈME 2.2.3. Sous les hypothèses du théorème 2.2.1 l'équation (2.2.6); est 

équivalente à Véquation suivante 

E n part icul ier , on déduit du théorème 2.2.3, le résultat suivant. On note 

gj^ := { Yjjcb(S), se [0 , . . . ]} la courbe intégrale deXj . 

COROLLAIRE 2.2.4. Sous les hypothèses du théorème 2 .2.1: 

1) Si ^p{fj{t,xX>^)) = 0 et si Hj=2j Hjf alors Wj=0. 

2) Si {fj(t,x,r>r))\ejtXQ = 0 et si (Hj-Qj Hj)(x0) = 0,alors ¡$.^ = 0 
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R E M A R Q U E 2.2.5. *Dans le(s) théorème(s) qu i précède(ent), les équations 

des profils (2.2.6); supposent connus les Vj ainsi que les ensembles spectraux 

A / :=A( / / ( i , J c , f^ , T ) ). Cependant, on peut obtenir °U comme l a solution d u n 

système analogue à (1.1.8) : 

THÉORÈME 2.2.6. Dans le théorème 2.2.1 le profil °U =(<&x(t,x\zi\Qi) 

°UN(t,x\zN \BN) ) est également Vunique solution du système intégrodifférentiel 

suivant : 
r 

X i f c i = c ^ 1 { / i ( ^ i , C ^ 2 t . . . , C ^ N > ^ , . . . , C 2 ^ , . . , 2N%, )}, 

(2.2.9) < . . . 

^ XN<UN = { / i ( f i i ^ i , . . . ^ N - i ^ N - i ^ N > C i ^ î , . . - , C N _ i * i z ^ i , ^ ) } , 

avec les données initiales: ^ [ { ^ o } ^ > V j € {l , . . . iV}.# 

R E M A R Q U E 2.2.7. • Le prof i l % s'écrit 1Tj + , où i f f j = est la 

"partie" qui dépend de Zj dans % , suivant la décomposition de ^(ÙT9Zj 

écrite en (2.1.9). Le théorème (2.2.3) montre que les équations des profils pour 

les iVj se découplent, ce qui s'interprète en disant qu'il n'y a pas d'interaction 

entre les "pics" propagés par u\ et ceux de u\ si . • 

Concernant l a durée de vie des solutions continues, on a le résultat qu i 

suit. On note Te l a durée de vie de u£> ett* l a borne supérieure de l'ensemble 

des T tels que le profi l °ll solution des équations (2.2.6)/ existe sur [0,T]. 

THÉORÈME 2.2.8. Sous les hypothèses du théorème 2.2.1, pour tout réel t tel que 

0<t <t* il existe e0 > 0, tel que T£>t lorsque e0 <e. 

Dans l 'esprit du crollaire 2.2.4, on peut également donner une description 

précise de la solution le long des courbes intégrales des champs Xj. 

Pour cela, étant donné x e [ a , 6 ] , notons lJj^ le sous espace vectoriel de 

C°°([0,T];IR) engendré par les restrictions de toutes les phases <pkeà : 

?JjK := Vect { c p ^ y j ^ s ) ) 7 7 > (s)) J. 

Puisque ~$j est une phase de Xj, l a fonction ~$j(.YjjX(s)) est u n vecteur cons

tan t de UnJ égal à 7,^(0)) = ~\jix\ Si * 0, ^ contiendra toutes les 
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constantes. Si au contraire "$j(x) = 0, i l est possible que 3 ^ ne contienne pas de 

constantes non nulles. Au t remen t d i t , l'espace ^ ç + R est égal à & j y X où à 

^ • ^ © R . De manière à englober ces deux cas, nous choisissons une base 

( ^ ( s ) , . , . , ^ (s), 1) de ^ ¿ * + R , où on a noté v+1 (=v(/,¿e)+l) l a dimension de 

S ^ + R . Alors des fonctions V*jiy^is);"* Cj(y¿x(s))/e) s'écrivent, en notant 

Tj{ yjx(s) ; -$j(rj>x(s))/e ) = ¥ , > ( * ; $(s)/e ; lie ) 

où l a fonction V¿*(s ;a ;u ) ) , a e R v , Û ) € R , est dans l'espace des fonctions 

presque périodiques C ° ( [ 0 , T ] : C p ° ( R v 4 1 ) ) . Notons W Í V H a moyenne en a d'une 

telle fonction V presque-périodique 

m{V)(s;w)- lim ( T ~ v f v ( s ; a ; û > ) d a ) ( i/o/(Q)=l). 

TQ 

On a alors le résultat suivant qui donne le profi l de u*j le long du rayon 

T H E O R E M E 2.2.9. Fixons j e xe[a9bl II existe T > 0 et une fonction 

ojfX(s, co) eC°( [0 , T ] : C ¿ ( R ) ) te/Ze çue 

w y( ^ / > ^ ^ ̂  ~ O>>(S ; 1 /E) = o ( l ) dans L ° ° ( [ 0 , T ] ) , quand e - » 0 . 

Le profil Oj^is'yû)) est Vunique solution de l'équation intégrodifférentielle 

suivante, dont le second membre est obtenu en remplaçant Vj par Oj^ dans 

l'expression m {M yir , V i V N )}. On note x° = R . £ ( 0 , s ) et Ç° = çA09x): 

( do-
—jf-(s;co) = Wt {fj( y. (s) ,Vi(s;a;cù)9...,OjjX(s;cû),...,VN(s;a;cù))} 

(2.2.10) J a S 

ojyX (0;(o)=(2xQHj)(x\(ù.Ç0) . 

R E M A R Q U E 2.2.10.• L'hypothèse R L R F n'est pas systématiquement vérifiée. 

I l est donc intéressant de donner des résultats qu i ne demandent pas de 

vérifier les hypothèses R L R F , . Par exemple en se plaçant dans u n cadre 

analytique avec des profils dans des espaces du type Fourier-Ll, u n des points 

essentiels étant de définir l'opérateur de moyenne. Ces résultats feront l'objet 

d'un prochain exposé.^ 
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§3 Exemples. 

Pour la commodité du lecteur nous commençons par i l lus t re r l a not ion de 

résonance "forte": 

E X E M P L E 1: un cas sans résonances faibles. 

Considérons le système suivant : 
r o t - a x ) u i = o 

( D \ &t+dx)u2=0 

< dtU3 = UiU2 

avec les conditions ini t iales : 

( 2 ) u i ( 0 , x ) = eix/£,u2(0,x)= ei2x/£,u3(Q,x) = a e i 3 x / £ , où aeïïL. 

Dans cet exemple N =3, X\ s dt-dx , X2 = dt+dx ,Xs = dt. Les phases sont 

scalaires ~$x = <p1 = (t+x), ~q>2 = <f>2 = 9 3 = <p3 = et @ = DR3, i l n 'y a qu'une 

seule relat ion de résonance çx + <p2~ 2<p3 = 0 et les hypothèses (1.1.6) à (1.1.9) 

sont vérifiées. 

La solution de ( l ) - ( 2 ) dans {t > 0 } est 

r u i ( ï , j c ) = e i ( t + x ) / c

t 

\ u2(t,x)=el-2(t-x)/e

9 (dans 

- u3(t,x)=ateiSx/e +eiei{2x~t)/e 

de sorte que la composante u3 est de la forme a telSx/e+ o ( l ) et les seules 

oscillations de la solution sont celles qui figurent "déjà" dans les données de 

Cauchy : i l n'y a pas de création d'oscillations,, E n par t icul ier : 

(3) a = 0 => 1/3 = 0(1) (quand £~-»0). 

Considérons ma in t enan t le même système (1), avec les condit ions 

ini t ia les suivantes : 

(4) u i ( 0 , x ) = eix/£,u2(0,x)= eix,e,u3(0,x) = 0. 

Le système clos des phases en j e u est toujours le même, mais l a solution 

de (l)-(4) dans {t > 0} est cette fois : 
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M * > * ) = e ' ( ' + * ) / e , 

( 5 ) < u2(tyx)^el<t"x),E

y (dans t>0) 

< u3(tyx)=tei2x/e. 

et l a propriété (3) n'a plus l ieu . I l y a formation d'une osci l la t ion sur l a 

composante u3 : i l s'agit d'un phénomène de résonance (forte). 

E X E M P L E 2: une résonance faible. 

Considérons le système 
r o*-a*)m=o 

( 6 ) \ (dt+dx)u2=UiU3 

< dtUz=Q 

avec les conditions init iales suivantes : 

(7) U!(0,x) = e i x 2 , e , u2(0,x) = aeix2/£,aelR, u3(09x) = e ^ x 2 / e . 

Les phases en j eu sont (scalaires) çx = (t+x)2, ç2

 = ~x)2> <p3 = * 2 et © = IR 3 . 

I l n 'y a aucune relat ion de résonance. Les hypothèses Hyp.l, Hyp.2, Hyp.3 sont 

vérifiées. 

Cependant, la propriété (1.1.9) n'est pas vérifiée pour ce système de 

phases. E n effet ç^ - ç2

 = 4 tx , ce qui entraine : 

(8) Xs(ç1-(p2) |{«p3=o} = 0. 

On a des relations similaires pour les autres champs : 

f <P2~4(P3 = (t+x)(t-3x) =*Xi(ç2-4(p3) | { < P l = 0 } = 0 , 
(9) J 

q>1-4ç3 = (t-x)(t +3x) => X2(ç1-4<ps)\[(p2=0}=Q. 

On vérifie que les cônes de résonances faibles 9lf2 , # / 3 , sont 

# / i = { ( a , ^ - 4 6 ) , a , 6 e I R } , 

( 1 Q ) \ 5 f / 2 = { ( a , 6 , - 4 a ) , a , 6 G l R } , 

. # / 3 = { ( a , ^ , 6 ) a , 6 G R } . 

Les phases de bumps sont: Ç11(t,x)=(t+x), Ç2>i(t,x) =(£-*) , et Çsl(t>x)=x. On 

rappelle que Von a noté systématiquement Cj9o= 1; mais dans cet exemple la phase 

constante n intervient pas. Elles satisfont aux définitions de (2.1.4). On constate 

que pour tout j = 1,2,3, l'ensemble a s 9tfj est u n plan et entre dans le cas 3. de 

l'exemple 2.1.4 : l a propriété R L R F / est donc vérifiée. 
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Le calcul de l a solution donne u\(*,*) = e u\x) = e p u i s X 2 u | = 

W i « 3 = e i ( < P l _ 4 i < P 3 ) / £ = e i ( f + a ' ) { t ' x ) , e et en intégrant i l vient : 

. ( i U+Zx) (t-x)le -4 3(t-xf/e \ 

uE

2(t,x) = ael^l£ + ÏÛJ^i) ' s i 

e t : 

-a + t , (cas x = t (<=><P2=0))-

On a donc \uE

2(t,x)-aei(p2^ \ < e/\x-t\, et pour toute par t ie Da = {\x-

t\>a} de R 2 avec a > 0 , i l en résulte que : w £

3 -*0 dans L°°(D 0 ) . Cependant, le 

long de la courbe {x=t}, l a fonction u | (£ ,* ) -a e M P 2 / £ ne tend pas vers zéro. 

L a composante u\(t,x) est donc l a superposition d'une onde oscillante 

(aei(p2/£) et d' une onde solitaire dont la "crête" est portée à l ' ins tant t par le 

point x=t. 

E n outre, l a composante u2(t,x) s'écrit (on écrit Ç2

au de Ç 2 1 e t z2 au Heu 

de 22,1) avec les notations introduites au §2 : 

u2{t,x) = 1r

2(t,x;ç2/e) + iV%

2{t,x\Ç>2le\(f>2le) + o{l) dans L 0 0 , 

oùr2(t,x;e2) = aeld* et W2(t ,x;z2;e2) = — T T ~ ^ \ 

* £» £» HtlZ2 

Sur cet exemple, # " 2 est indépendant de 02 et comme z2 est une variable 

scalaire, W2 est simplement dans l'espace C ( Q x R ; I R ) , avec iV2(t,x;oo) = 0. 

E X E M P L E 3 . Application du théorème 2 .2.1: une interaction créant une 

résonance faible sur chaque mode. 

Considérons cette fois le système suivant 

( d f - d x ) U i = W2 us 

(11) < (dt + dx)U2 = UiU3 

< dtUz-U\U2 

avec les conditions ini t iales : 

(12) ui (-2 ,* ) =*<*-2) ei x 2 / £ , u2(-2 yx ) = *GH-2) e1 *2/£, uz (-2 ,x ) = %{x)e^1 x V e , 

où ^eC^dR) , # ( T ) = £ ( - T ) avec #(T ) = 0 si | T | > 1 , et #(T ) = 1 si | T | < l / 2 . 

Le rôle de la fonction % dans (12) est de permettre de présenter l'exemple 

comme une évolution de trois t ra ins d'ondes oscillants q u i s ' ignorent dans 

{t<-2}, se rencontrent à l ' instant ¿=-2 et "interagissent11 dans {t>-2 }. Les con-
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ditions ini t iales portent sur l ' instant ¿ = - 2 , de façon que 1 interact ion des trois 

ondes se produise au voisinage de l 'origine, c'est à dire dans l a région où peu

vent se manifester simultanément les résonances faibles de chacun des 

champs, lesquelles sont localisées sur les droites {#=0}, {t=x}, {t=-x} qu i se 

croisent justement à l 'origine. 

La solution de (11)-(12) dans le "passé" {t < - 2 } est 

ul(t9x)=x(t+x)ei^t+x)2/£

i 

(13) < u2(t,x)=x(t-x)ei{t-x)2/e, (dans *^~2 > 

- us(t,x)=X(x)e-4ix2/E, 

et supput nsuppUj = 0 dans {t<-2} si i*j. 

Lorsque t > - 2 , les supports (oscillants) de u\ et de i / 2 et ceux de w 2 et 113 se 

rencontrent: le système (11) est réellement couplé et le problème et de décrire 

l'évolution de l'onde dans le futur . 

Le système des phases est le même que dans l'exemple 2. I l n 'y a pas de 

résonances fortes, le système qui donne la profil oscillant V est: 

r ( ^ - 3 j T r i = E i ( r 2 ^ a ) = E i ( i r 2 ) E i ( r 3 ) 

( 1 4 ) i &t+dx)r2=E2(r x r 3 ) = E 2 ( r i ) E 2 ( r 3 ) 

. 3 , r 3 = E 3 ( r 1 ¥2 ) = E 3 ( n ) E 3 ( ^ ) , 

avec les conditions init iales 

(15) T r i | u = = _ a s ^ ( x - 2 ) e i e i , ^ 2 1 ^ - 2 9 = ^ + 2 ^ , r 3 j { , _ 2 } s t f * ) * " * ' * . 

Si l 'on note maintenant û= E 2 ( ^ i ) = E 3 CTi ) , b = E i C T 2 ) = E 3 C T 2 ) et c = E i C T 3 ) = 

E 2 ( ^ 3 ) , en moyennant l a j è m e équation de (13) par rapport à 0/ et en tenant 

compte des conditions init iales, on obtient 

(d*-d x)û = b c 

< (^+a x )b = û c avec a|{¿=«2}= b|{¿=-2} = c|{*=- 2} = 0, 

^ 3/C = û b . 

ce qu i entraine a =b = c s 0. E n revenant alors au système (14) dont les 

membres de droite sont en fait nuls, on obtient : 

(14) n =x(t+x)eiBi, r2=x(t-x)eiez, n ^ z C * ) * " * * 8 . 
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Les résonances faibles sont toujours données par (10) et # / i , # / 2 >#/3 

vérifient R L R F i , . . . ^ respectivement, et Ton peut appliquer le théorème 2.2.1 avec 

Le profi l °U\ est donc solution de l'équation suivante où l 'on a noté x^tyX) l a 

fonction %(t-x)%(x)\ 

c ^ i ( - 2 f x ; z i ; 0 i ) = ^ - 2 ) e i 9 i , 

et l 'on en déduit que 

(15) fti(t,x;2i;fli) = x(t+*)eiei + 1/2 \xis)x^f^ e« 2 ' - '-*>*i ds 

t 

= Z(t+*)eiei + e~3i(t+x)Zl . J « ( a ^ * ) * 4 ' ^ 1 ^ , 

où a = #(2(j-f-JC)^(f+jc-cr) . Puisque ^ = iTy 4- ^ , Le profil (15) correspond à 

t 

(16) Wi

1{t,x\z1)^e^i{t'¥x)z^. J a ( a , ^ * ) e 4 ^ d a , 
-2 

et une intégration par parties montre que la fonction W \ est dans C (£2xR;lR) 

avec Wiit ,x\oo) = 0. 

Le profil ^ 2 est donné par l'équation suivante où x<i^^) désigne la fonction 

w ^ 2 ( - 2 , x ^ 2 , 0 2 ) = Z ( * + 2 ) e i ^ > 

et l 'on en déduit que 

t 

(17) fc2(*,*;*2;02) = tf*-*)***2 + e 4 f ( x - 0 2 2 . J ^ ( a ^ x ) e K « 2 d a | 

-2 

où j3 s ^ (2a- f+x)^(a+x-0 , et le profil (17) correspond à 
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t 

(18) iT2(t,x;z2) = e4i(x-t)z* . J f}(o,t,x)e6ia2*da , 

et le profi l W2 est dans C°(ft x R ; R ) avec *T 2(t ,x ; oo) = 0. 

L'équation pour °U3 est, avec %z(t&) = #U+:x; ) # ( £ - * ) 

[ ^(-2,x\zrM)^X(x)e^iB\ 

et l 'on obtient 

(19) fcs(*,*;*3;03) = *(*) e~**3 + J * 3 ( o ^ ) ^ 4 a * 3 d < x f 

soit encore : 

t 

(20) iTs(tyx;z3)= j x3(°>x)ei4°z*do, 
- I 

qui vérifie e C° (QxR; lR) et ^ 3 ( 2 3 = ° ° ) = 0. 

Les théorèmes du §2 permettent d'affimer que pour tout ensemble Q borné 

deIR 2 

u ? ( * , * ) - < f c i ( * , x ; ( ^ ; ^ = ^ ) = o ( l ) dans L°°(Q) , 

i 4 ( * , * ) - f c 2 ( * , * ; — ; ^ ^ ) = o ( l ) dans L°°(ft) , 46 £ £ 

2 
M Q ( * I * ) - ^ 3 ( * > * ; - ; — ) = o ( l ) dans L°° (Q) , 

Pour bien voir l'influence des profils Wj , on peut étudier le comportement 

de la restriction de u*j à une courbe intégrale de Xj . Observons d'abord que les 

relations (16), (18) et (20) entrainent que 

t 

(21) ^ 1 ( ^ 0 , ^ = 0 ) s ^2|<* 2 =0 f *-*=0) = jx(2°)X(°)d°=: Pit), 

t 

et ^3|u 3 =o,*=o) =\x(°)2do=:q(t). 
-1 
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Fixons deux réels quelconques -2 < t\< ¿2 . Les relations (20) et (21) montrent 

maintenant que : 

f %{c)eic2le + o{l)dansL™{[tiM) n c * 0 , 

( 2 2 ) u\{i,x)\[twe] =< 
[ 1+ p(t) + o ( l ) dans L^WiM) sic = 0. 

f ^ c ) e l ' c 2 / £ + o ( l ) d a n s L 0 0 ( [ ^ i > e f 2 ] ) si c * 0 , 
(23) ue

2(t,x)\[t_x = c ] = < 

[ 1+ pft) + o ( l ) dans L"X{tiM) sic = 0. 

[ x(c)e~4ic2/£ + o ( l ) d a n » L ° ° ( [ ^ 2 ] ) « c * 0 , 
(24) K | ( f , * ) | ( * = c } = < 

[ 1+ q ( « + o ( l ) dans L 0 0 ^ ! , ^ ] ) « c = 0. 

On observe sur cet exemple que chaque composante de l a solution exacte 

du système (11) est uniformément approchée par l a superposition d'une onde 

oscillante et d'une onde solitaire. Cette dernière tend vers zéro (quand e—>0) en 

dehors d'une courbe intégrale du champ de vecteur correspondant ( dans 

l'exemple traité cette courbe est {Çj = 0} ), mais prend de grandes valeurs le 

long de cette courbe (p(t) ou q(*)). Les développements obtenus en (22), (23), (24) 

correspondent au point de vue du théorème 2.2.9, et montrent que l 'application 

x -> Ojjc(• > • ) peut être discontinue. 

E X E M P L E 4: Explosion par résonance faible. 

Cet exemple est analogue au contre-exemple donné dans [ J M R ] aux théo

rèmes 1.1.3 et 1.1.4 lorsque l'hypothèse de forte transversalité (1.1.9) est violée, 

c'est à dire lorsque les phases en présence admettent des résonances faibles. 

Considérons le système 

(df-d*)i*i=0 

( 2 5 ) < (dt+dx)u2=0 

, 3,W3 = (tf3) 2 + Uitt2 

avec les conditions init iales 

(26) wi(0,x)= e i x 8 / c , w 2 ( 0 ^ ) = eixB,€, u 3(0,x) = e i x B / e . 
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Les phases en présence sont scalaires, (pi =0r+£) 3, ç2 = (x-t)3, 93 = JC 3. I l 

n'y a aucune résonance forte de sorte que les profils oscillants Yj vérifient la re

la t ion E 3 (YXY2) = E 3 (YI)E3 (Y2) = ab , si a = E ^ i , b = E2r2 , c = E 2 r 2 . Le 

système donnant les Yj est 

f o ^ a % ) r i = o , o , + a j r 2 = o , a , r 3 = E 3 ( r 1 ) E 3 ( r 2 ) 
(27) J 

l ^ i | { ^ 0 } = ^ 1 , r 2 | { t = o } = e ^ , r 3 | { ^ 0 } = 0 . 

E n moyennant chaque équation on obtient 

Ot - 3*) a = 0, Of + dx) b = 0,3, c= ab et a j { ^ 0 } = b | [t=0)=c \ { ^ 0 } = 0 , 

dont on déduit a=b=c=0 , et par suite Y1 s r 2 = e'*2, r 3 s 0. On note en 

part iculier que le système (27) admet une solution globale tout à fai t régulière. 

Cependant le calcul montre que l a solution exacte du système d'origine 

(25) "explose" au point ( t=n/2,x=0) pour tout £>0. E n effet, les équations (25) et 

(26) impliquent u\ = e * t + x ) \ u\ = e**-'*'* et 

(28) 3 , 4 ( ^ x ) = ( i i J ) 2 + e i ( 2 ^ - t e ' 2 ^ , u j (0 ,* ) = 0. 

Alors a(t) := ue

s(t,0) vérifie o\t) = 1 + a2(t) et <J(0)=0, donc ue

3(t,0) = tang(t), ce 

qui démontre l 'aff i rmation. 

Ce phénomène est du à l'existence d'ime résonance faible sur X3=a*, qu i 

fait apparaître la phase £ 3 (#)=#: 

(29) <pi + <P2 = 2 (x2-3t2)x = 2 ( * 2 - 3 * 2 ) C 8(x) = > X 3 (<pi + ç>2)|{*=0} = 0 . 

Comme dans l'exemple 3, on a des relations analogues pour les autres 

champs, qui font apparaître les phases Çt=x+t (pour X\), Çc^x-t (pour X2)9 et 

l 'on vérifie que les hypothèses /iyp 1,2,3 sont vérifiées ainsi que l a propriété 

R L R F y par l'ensemble 91 fj , / = 1 , 2 , 3 de sorte que l 'on peut appliquer les résultats 

du §2. Les autres résonances ne sont pas exitées par le système (25), (26) car les 

équations pour les profils %L\ et 6U2 sont 

0 , - a * № = 0 , fciI{t=Q] = eiQi => ftisfi, 

Ot + 3 X )^2 = 0 , ^ 2 | { ^ 0 } = ^ 2 => ^ 2 = ^ 2 . 

A u contraire, alors que Y s est nul, le profi l °Uz (t9xfzs) (qui i c i ne dépend 
pas de 0 3 et se confond avec ^ 3 ) est solution non nulle de l'équation suivante 

(30) 3 ^ s = ( ^ 3 ) 2 + e 2 l ' ( * 2 - 3 ' 2 ) 2 3 , < & 3 ( 0 , * ) = 0 , 

et contient une nouvelle information. La restriction de (30) à {23=0} donne 
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(31) - r 3 ( ¿ ^ , 0 ) = ^ 3 ( í ^ , 0 ) = í a ^ ( í ) . 

Sur cet exemple, on voi t que l a solut ion exacte problème de Cauchy 

oscillant (25) explose en temps fini (t=n/2) car i l se produit une résonance faible 

qui engendre u n profil d'onde solitaire qui explose en temps fini (31). A u 

contraire, l a partie "purement oscillante" du profi l (T) existe et reste régulière 

pour tout temps. 

U n réel t>0 étant fixé, l a composante ue

sa donc le compor tement 

suivant lorsque £~»0 : 

[ o ( l ) dansL*3([0,¿]) si c*0, 
(32) *4(t>x)\[xsc] = 

[ tang(t) pour0<t<7c/2 s/c = 0. 

E X E M P L E 5: Accumulations et ensembles denses de résonances faibles. 

Dans tous les exemples qui précèdent les résonances faibles présentent les 

caractères suivants : 

- dune par t les phases de bumps sont scalaires c'est à dire que m/ = 2 (ou 

<2) et que la phase constante £/,o = l n ' intervient pas, de sorte que la seule phase 

de bumps en présence est la fonction £¿i , 

- d'autre part , les supports des résonances faibles forment une famille 

finie et fixée de courbes qui ne dépend pas du profi l (H\ ,...>HN) de l a donnée de 

Cauchy: cette fami l le ne dépend que d u système de phases en j e u . Par 

exemple, dans l'exemple 3, la seule analyse des résonances faibles entre les 

phases nous assure que : s'il se produi t effectivement des résonances faibles 

pour dt (resp. : dt~dx ,dt+dx ) dans la solution de (11) (12), elles seront nécessai

rement supportées par la droite {x=0] (resp,: {t+x=0},{t-x-0} ) . 

Cependant, i l peut se produire que l a géométrie des supports des 

résonances faibles éventuelles de l a solution, ne soit pas déterminée par 

avance. E n part icul ier i l peut se faire que toutes les courbes intégrales des 

champs Xj soient le support d'au moins une relat ion de résonance faible entre 

les phases d'oscillation. Autrement d i t : n'importe quelle courbe intégrale peut 

être le support d'une résonance faible de l a solution du problème de Cauchy; le 

fait qu'elle le soit ou non, dépend alors directement du spectre de l a fonction 

A^IÏ—XN) (théorème 2.2.3) qui dépend l u i même du profil de l a donnée de 

Cauchy. Cette s i tuat ion se rencontre en part icul ier lorsque les phases en j eu 

sont vectorielles. Nous donnons maintenant u n exemple d'une telle répartition 

des résonances faibles. 
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Considérons problème de Cauchy suivant, que l 'on étudie dans u n voisi

nage du point ( ¿=0 ,x=l), où le système est strictement hyperbolique : 

r O , - 3 * ) « i = 0 

(dt +dx)u2=0 

(33) <j (2xdt+dx)u3=0 

(2xdt -dx)u4=0 

^ a , « 5 = - i + e M 1 " ~ M 2 + U 3 - U 4 

avec les conditions ini t iales : 

wi (0 ,x ) = e l '* 2 / £ , u2(0,x) = e i x 2 / e , uz{Q,x) = e i x A , e , u4(0,x) = e i x 4 / E , u5(0,x)=0. 

Le calcul de la solution donne 

u£

1(t,x) = e i « + x ) \ ul{t,x) = eil*-x)% 4«tx) = e * u e

4 { t , x ) = e i < x 2 + t ) \ 

et en développant en série l'exponentielle : 

3 . / _ Y 1 t>i{a(t+x)2-b(t-x)2+c(x2-tf-d(x2 + tf}/e 
d*u5 ~ L alblcldl e 

a,b,c,de]N 

_ i , V 1 0i{t
2(a-b+c-d)+2tx(a+b)-2tx2(c+d)+x2(a-b)+x4(c-d)}/E 

atb,c,delN 

Pour intégrer, on cherche les quadruplets (a,b,cyd)elN4 qu i correspondent 

à des résonances faibles pour Xs=dt, c'est à dire que l 'on cherche l'ensemble 1*5 

in t rodu i t en 2.1.5. On aura alors : 

t 

u | U , * ) = - l + I ^îdf p ( a ( s + * ) 2 - 6 ^ ^ + o ( 1 ) 

(o, 6, c, d) e I N 4 0 
Résonace 

faible 

Une résonance faible pour dt revient à résoudre 

(34) dt {t2(a-b+c-d) + 2tx(a+b) - 2tx2(c+d) + x 2 ( a - 6 ) + x4(c-d)} | * = X o = 0 

pour les inconnues aybycydy et JC 0 . C'est à dire 

2t (a-b+c-d) + 2x0 ( (a+b) - (c+d)x0 ) = 0 , Vt e R , 

<=> a~b+c-d = 0 e£ (a+6) - ( C + Û Q J C O = 0. 

On a donc sur cet exemple: 
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(a,b ,c,d) e R 4 résonance faible sur X 4 <=> a-b+c-d=Oet (a+b) *0ou (c+d) * 0 
(35) et le support de la résonance est la droite d'équation : 

x = (a+b)/(c+d) si c+d*Q, et x=0 si c+d-0 

Puisque dans le cas de l'exemple atb,c,d sont des entiers naturels on a : 

t 

(a,fe,c,cOeIN 4 0 
a-b+c-~d=Q 

a+6+cH-d*0 ou 

soit 

uHtx)- V 1 e a t { x f a + 6 ) - ^ f e ^ ) / e - l c « f ^ a - f c ) + t W ) l / e , 0 ( 1 ) 

- 2 - .a!6!c!d! 2*{*(a+&)-*2(c+d)}/ £ * + ° U ' 

(a ,6 , c ,d )eJN 4 

a+ft+c+cteO 

Sur cet exemple u | est approché dans L°° par une somme inf in ie d'ondes 

solitaires. Avec les notations du §2, on a les phases vectorielles suivantes 

ç5(x) = (x2,x4) , Ç 50t) = ( l , x , j c 2 ) :=> 6 5 = R 2 Z 5 : = R 3 

mais dans cet exemple encore, la phase constante £5,0=! (ainsi que l a variable 

z5 0 ) n ' intervient pas. 

Le profil de u\ est : 

^5(tyx;z5;d5) = H^B(jtfx;zB;eB) = 

( a , 6 , â ) e ^ a ! 6 ! c ! d ! 2 i { ( a + 6 ^ c + d ) ^ } 
a - 6 + c - d = 0 
a+6+c+cW) 

On peut encore écrire °U$ de l a manière suivante 

^5 = X / v (^^;<« v ^ 5 >; 0 5) 
v=(a , f t ,c ,r f )eN 4 

a - 6 + c - d = 0 
a+ft+c-nfoO 

o ù a v : = ( 0 , a + 6 , - * - d ) et fv(t,x;p;85) := ^ ' « ^ « V ^ ^ V , 
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ce qui montre que ^5 est bien u n élément de l'espace ^(Cl.Zsy&s) i n t r o d u i t 

dans l a définition 2.1.5. E n outre, on se rend compte sur cet exemple que 

l'espace ^(£2^5,65) apparait de manière naturelle dans ces problèmes. 

Si l 'on étudie le comportement de u\ \x=xQ on observe deux comportements 

différents suivant que x0 e Q ou x0 g Q : 

1) Six0iQ,u€

5(t,x0 ) -> 0dansL°°([Q,t]\pour tout t >0, lorsque £-»0. 

2) Six0eQ, u\(tyx0 )oscille. De façon précise u\(tyxQ ) = o(t;l/£) + o(l)dans 

L°°([Q,t]),pour tout t >0, lorsque £-*0, où 

(a,6,c,d)eîN 4 

a-b+c~~d-0 
a+b/c+d=x0 

E X E M P L E 6 . Résonances faibles où intervient la phase Cjfi = 1 . 

Cet exemple, qui est dans le même esprit que le précédent, montre le rôle 

de la phase constante dans les résonances faibles. 

Fixons une suite (an ) 7 l G i N a rb i t ra i re de nombres réels. On considère le 

problème suivant 

<25> \ o,+ax)B2=o 

^ dtUs = UiU2 

avec les conditions init iales 

(26) ! * i ( 0 , * ) = e-ix2/£.% \ e i a k x / £ , 1*2(0,*) = e

i i x 2 - * ) / e , u 3(0,s) = 0. 

On a donc: u\(t*)= e~
i(t+x)2/£.% ^ e i a ^ x ) l £ , i # 0 , x ) = e

i ( f ' x ) / e e i ( t ' x ) 2 , e , 

00 —4:it( x— bb)/e 1 

et dtul(tjc) = X h 6

 A i i ~ • ^ 1 b k X * ° ù bk = V4. 
iSi £ 2 -4(a-6* )/e 

Cette fois, i l y a encore une infinité de résonances faibles dans l a 

composante u\ dont les supports sont les droites {x=bk }, et pour ¿ ^ ¿ 2 o n a : 
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f o(l)dansL°°([tlyt2\) si ce{bk, kelN}, 

[ hr2.e4lbk°/e +o(l)dans L°°([tlyi2])sic = bk. 

Dans cet exemple on peut par exemple choisir comme système de phases 

^^^((t+xXtt+x)2), $2(x)=((t-x),(t-x)2), $s(x)=(x,x2) 

et l'étude des résonances faibles en dt conduit à chercher les X = (a,6,c,d,e,/) e 

R 6 pour lesquels i l existe Jc^eR tel que 

dt (X , <j?> \x=x = dt {a(t+xx) + b(t+xx)
2+ c (t-xx) + d(t~xx)

2 } 

= 2t (b+d) + 2xx(b-d) + a+C5Û. 

L'équation de # / 3 est donc {b+d=Q, et b-d*Q}> le support de Xefft/s est l a droite 
a+c , 

* = * ; i = ^ et 

(X , 9 ) = t (2x(b-d) + a+c ) + termes en x... 

- 2t (b-~d) (x-Xx ) + termes en x.... 

Les termes (x -~xx ) peuvent faire penser qu'une infinité de phases scalaires 

in te rv iennent dans le problème : les Csfa x - a , a e R . A u contraire, le 

terme 2x(b--d) + a+c doit s'interpréter comme <a 3(A), Ç3>, où Ç 3 = (1,JC) et a3(X) 

= (b-dfa+c) e R 2 . On voi t que la phase constante 1 doi t être in t rodui te pour 

tenir compte des effets de déphasage qu i autrement conduiraient à considérer 

des familles infinies (non dénombrables) de phases. 
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§4, Schémas des preuves 

4.1 Le résultat fondamental 

Dans ce paragraphe D est u n fermé de R 2 de la forme {a£x<b> 0<t<T(x)} 

où T est une fonction lipschitzienne. 

E tan t données des fonctions Uj(t>x£jydj) e &(DJZjfQj ) pour 0<j<N, ainsi 

qu'une fonction F eC°° ( D x R ^ R ) , notons f(t>x>z,0):= F(tyx,Ui,...JJN) où Ton a noté 

z := (zi>...>zN) la variable de Zix...xZN . Alors / est dans C°(DxZ:C °p(€») et Ton a 

le théorème qu i suit . On suppose pour s implif ier l'énoncé que X = 3 * et par 

conséquent les phases £. et <f?j ne dépendent que de la variable x. 

THÉORÈME 4 .1.1. Supposons que A une partie de *F* qui vérifie la condition 

RLRFj. Si l'on définit uE et 16 par les formules 

t 

ue(tjc) = J f(o,x ; <f(or,*)/e ; qt(G,x)/e )} do 
o 

t 

<U(t,x,Zj,ej)= j êf{F (o,x,2iUi(ojc,.),...,Uj{o,x,.,.),..., 2NUN(o,x,.) )}(z/ ,e,-)da 
o 

alors: \)<Ue9{D2jJèj) et 

t 

2) 2fU(t*$j) = J { F (a,x,2iUi(o,...),...,2NUN(o,...) ) } (%) d<r 
o 

3) Si de plus A ( / ) c A on a l'estimation: 

(4.1.1) ue{t*)-W,x\?/x)/e;qt/x)/e) = o ( l ) dans L°°(D). 

Pour la démonstration nous supposerons que j=l. 

t 

LEMME4 .1 .2 . Soit V(t,x;z1;6)=JF (a,x,Ui(a), 22U2(o)£NUN(o) )(zi ;B)da, 
o 

alors: K e ( t ^ ) - V ( M ; £ ( * ) / £ ; # ( * , * ) / £ ) = o ( l ) dans L°°(D). 

§ 4 Schéma des preuves . p 28 



120 

Démonstration. On a Uj = 2jUj+Wj et d'après l a formule de Taylor 

F(Uh...,UN) = FW1fl2U2,...#tiUlt) + y£2

NWkGk(U1,...,UN ,W2 WN) où G est C00. 

Puisque Gk(Ui,...,UN ,W2,...,WN) est bornée, i l suffit de montrer que 

j>2 =» \tWJ{o,xtÛo,x)/e,$J(o,x)/e))do= o ( l ) dans L°°(D). E n approchant Wj 

comme dans (2.1.6) on se ramène au cas où Wj est de l a forme 

/(t,x,<a,ZJ),0/) a v e c / e ^ ( D x K . , 0 / ) et f(t,x,oo,6j) = 0.« 

L E M M E 4.1.3. Soitfes4(Dx R , % ) vérifiant fit ,x;oo;dj) = 0 et aeRmJ alors: 

t 

\fto,x,{a ;?/.o,x))/e;fyo,x)/e))do = o ( l ) dans L°°(D). 
o 

Démonstration. On imi te la preuve d u lemme de phase non stationnaire de 

[JMR]. E n approchant / par des polynômes trigonométriques 

où ax es&(DxlR,C) vérifie axit,x,oo) - 0, on se ramène au cas o ù / n e dépend 

pas de 6j. Pour 5>0, on note Ap := { \(a , ~L) \ £6} etAgix) := {a, 0<a<T(x): 

(ojc)eA5}, puis Bg := {|<a , ç->| £5/2} e t / x ( t ) : = sup { LA<Tpc,p)|, |p| > T } . On a 

alors 

J | / ( f f > * , ( a , CJ(CT,X)>/£)| do<,c. mesu(Ad(x))=: c. hgix) 

et j \ f (o ,x , <a , Çio,x))le)\ da<c . sup \fiajc,p)\=c.n(8/e). 

—> 
Par hypothèse (a , £•> *0 p.p, donc : pour tout xe[a,b], h$(x)->0 lorsque S~>0. E n 

outre h$ < h$* si ô<5' et h§ est s .ci . La convergence uniforme de h§ vers 0 résulte 

alors du lemme de D i n i . E n f ixant d'abord S assez peti t , puis e, on obtient le 

résultat (car fi (8/e) -4 0 ) . • 
On rappelle le lemme de phase nonstationnaire de [JMR] : 

LEMME 4.1AXUMR]) Soit h eC°(D;R) vérifiant hrt\dt.Alors,siaeC°(D;ÏÏL\ 

t 

\a(oyx) e i h M l E d a = o ( l ) dans L°°(D) (£-»0). 
o 
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L ' e s t imat ion (4 .L1) du théorème 4.1.1 résulte maintenant du lemme 4.1.2 

et du lemme suivant : 

L E M M E 4.1.5. Soit A vérifiant RLRF\ et fitfcwfi) e &(D,Zi,@). Si A(f) с Л, on a: 

t 
lf(a9x)Cl(x)/e;^o,x)/e))da= Шх ;?г(х)/е ; Щх)/е ) + o ( l ) dans L°°(D), 

о 

t 
où := \(£*Mtjpi;Bi)da.' 

о 1 

Démonstration, E n approchant / par des polynômes trigonométriques on se 

ramène au cas où / = a(t^i)el{XyB\ D y a trois cas à t ra i ter , (dont les deux 

premiers sont déjà traités dans [JMR]). *1) rh : le lemme 4.1.4 montre que 

l'intégrale est u n o ( l ) , or justement dans le cas présent S^f= E\f = 0 car 

А«Д+вЧ *2)d*(<A~V>)30, ce q u i équivaut à А е Д + в Ч Dans ce cas 
l'exponentielle, qui ne dépend plus de t sort de l'intégrale, or justement dans ce 

cas S^f = E i / = / et le o ( l ) est ^0. *3) C'est le cas où A € # / i . Alors <A,~V> = 
(су (A), Сг(х)) j3/(A;£,#) + (Х,М1(рг(х)) et la définition de Ш / montre que IE^ / = / 
et E\f = 0 et dans ce cas encore le o ( l ) est =0, ce qu i achève l a preuve du 

l emme.» 

П reste à montrer le point 1) du théorème: 

L E M M E 4.1.6. La. fonction °U(t^i\e\) définie dans Vénoncédu théorème АЛЛ 
est dans &(Р£ъ&х). 

Démonstration. Par approximation on se ramène au cas d'un polynôme 

trigonométrique et i l suffit de démontrer dans le cas 3) de la démonstration 

précédente, c'est-à-dire pour 

t 
<U = e

i { X > M ^ jaiojczi) e *<«iW^i>Pia^,x) d a 

о 

où la fonction a(t9x,z{) est dans ïP(DJZi,@i) (comme fonction constante en вЦ. 
Pour t res tant dans u n pe t i t voisinage fixé [t0-r],to+r]] d 'un poin t t0, on 
approche cette intégrale par une somme de la forme 

X e1 {X>M^ a(ok ,* ; * i ) (*,* ;<ai(A) ;z{) ) 
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oùgk(t,x;p):= j e i p ^ X i a ^ d a si k<v, et gv(t,x,p):= j e i ç > d o , 

avec cro=0 < o\ <...<ov~t0-T], le pas de la subdivision étant suffisamment petit . 

D'après le lemme 4.1.4 les gk sont dans l'espace C°(Dx 1R,C). Comme les a(o> 

,x,z{) sont dans ^ ( D , Z i , 0 i ) , on voit que l 'on peut approcher °U comme dans la 

définition 2.1.5 et ceci démontre le lemme .H 

4.2 Preuve du théorème 1.1«5 et des résultats du §2 

Nous démontrons d'abord le théorème 2.2.1 et ses corollaires. 

Pour s impl i f ier les notations on omet d'écrire l a dépendance en u des 

fonctions f{tjX>U)û). On note simplement f(tjcyu). 

Etape 1. Existence du profil °U du théorème 2.2.1 

On résoud l'équation (2.2.6)/ par u n schéma itératif de Picard 

' Xj^/1 < = êf {fj(ri,...,^,..,rN )}, 

(4.2.1) J 

% |{*=o} = HJ-

que l 'on ini t ia l ise (ce choix est important) avec := Vj . On doit s'assurer que 

le schéma tourne bien dans l'espace 9(DyZj ,0/) . Supposons que est dans 

9(1),Zj, 0/) , alors le second membre de (4.2.1) n'est plus dans 9(D9Zj ,©/). 

Cependant le point 1) du théorème 4.1.1 nous assure que °Uvfl est dans 

&(Dj5j , Sj). Ensuite l a continuité de l'opérateur linéaire SjJ dans L°° rend le 

schéma contractant sur u n interval le de temps fixe assez petit.» 

Etape 2 : 

L E M M E 4.2.1 Vv e IN, V / : 2/U] =Tj . 

Démonstration. C'est v ra i pour v=0. Supposons £/&} = Vj (V/). Notons pour 

tout v' : = Tj Alors W]+1 est la solution de 

(4.2.2) i 
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On a donc d'après (2.2.4), et puisque = Ey + B ^ ' : 

(4.2.3) i 

=Hj-2jHj . 

La définition de ip entraine que if* {Wj = [&Xr,W])} 

qui est donc dans X@(]D£j ,©,) puisque 1YVj e tf&(DJZj ,&j)m Ensuite d'après le 

lemme de moyenne, le terme "Xfl№p {fj (Y)} )" est aussi dans X&i&Zj ,0/) , 
et comme la trace sur {¿=0} de YfVjX est dans NPiDJZj ,0/) on en t i re que Yf y1 

est lui-même dans Jf?(D,Zj ,©,•). Cela revient à dire que 2JUvfl = Yj.m 

Ce lemme entraine aussi que 2fUj = Yj et montre que le théorème 2.2.3 et 

le théorème 2.2.6 résultent du théorème 2.2.1. 

Etape 3 . PreuvedeVasymptôtique. 

La fonction u£ est la l imi te des solutions du schéma itératif 

(4.2.4) <̂  

. uj'V+1\U=0) =Hj(x;~Ç°(x)/e ; ?/(*)/£ ) J=l,...Jt, 

que l'on a ini t ial ise avec Uj'° =<Uj(t,x\ £•(*)/£; ~$j(x)le ). On suppose que sur le 

domaine QT le schéma (4.2.4) est défini et converge vers uÉ et que %Lj est solution 

de (2.2.6), sur Q r . On a donc en particulier: 

Uj'°-%(t,x;~Çj{x)/e ; ~$j(x)/e ) = o ( l ) dans L°°(iî r ). 

Supposons que u£j'v - %(t,x;^Çj(x)/e ; ^ . (x) /e ) = o ( l ) dans L°°(QT), pour u n 

certain entier v. On a donc : 

XjUy
+l = / / ( * , a , f t i t a c ; tt/etfite ) fyyta ; ç ^ / c ) ) + o ( l ) , 

(4.2.5) « 
[ u ] ' v + 1 \ [ t = 0 ] =%(0,x{çj(x)/e ;.l}J(x)/e),j=l,...J*., 

Puis, comme lùj vérifie précisément 

Xj% = êf{f{t,xttiUi £/;,...,£„£/„), 

le théorème 4.1.1 entraine que 

ue,v+i -fyju^. 1 . ( x ) / e ; -$j(x)/e ) = o ( l ) d a n s L ° ° ( Q T ) , 

§ 4 Schéma des preuves. p 3 2 
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ce qui termine l a preuve du théorème 2.2.1. 

• Le théorème 2.2.3 s'obtient a posteriori, en prenant l a res t r ic t ion de 

l'équation-X/u* =f(ue) à une courbe intégrale ^ > deXj. On est ramené ensuite 

a une équation différentielle ordinaire avec des oscillations multiphases, que 

l'on résoud avec l'opérateur de moyenne indiqué. 

• L'intérêt du théorème 1.2.1 est qu ' i l ne fai t in tervenir aucune hypothèse 

de structure concernant les résonances faibles : on ne doit vérifier n i (2.1.3) n i 

(2.1.4) n i R L R F . Evidemment le théorème concerne le cas où ces résonances 

faibles n ' interviennent justement pas dans la solution. Pour la démonstration 

on reprend l'étape 3 ci-dessus dans le contexte du théorèmel.2.1. La fonction ue 

est cette fois l a l imi t e des solutions du schéma itératif 

' Xjuf+1 = fj(t,x,u£f), 
(4.2.6) } 

{ uj'V+1\lt=Q) tf(x)/e),j=l,...Jt, 

et l'on a init ial ise le schéma avec M*'0 = Tj(t,x; ~^>j(x)/e ). C e choix permet de 

"stabiliser" l a partie oscillante de fi (t ,x, uef ) et grâce à l'hypothèse (1.2.1) et a u 

lemme 4.1.4 on montre p a r récurrence que ufv vérifie 

f Xjuf = fj (t ,x, ri(M; file \...,r^\ fif/e ) ) + o(D , 
(4.2.5) 1 J 

[ uj'V\{t=0) =%(0,x^?(x)/e ;çf(x)/e)J=l,...^., 

dont on déduit uefv = V\(i#\file ) + o ( l ) dans L 0 0 , ce qui entraine le théorème.» 
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