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LE CALCUL FONCTIONNEL DANS L E S E S P A C E S DE SOBOLEV 

Gérard Bourdaud 

Exposé à Rennes (décembre 9 1 ) 

! - Introduct ion 

Quelles sont les fonctions G , de la var iable réelle, telles que 

G o f appartienne à H s ( f R n ) pour toute f appartenant à H s ( l R n ) ? La 

réponse à cette question est maintenant connue dans t rois cas: 

( i ) s entier et s > n / 2 [B 1 ] , 

(ii) O < s < 1 ( [ I ] , [ M M ] , [BK1 ], [B1 ] , [B2 ] , [B3 ] , [B4] ) , 

( i i i ) 3 / 2 < s < n / 2 . 

Dans le troisième cas, le calcul fonctionnel est trivial: 

seules les fonctions G(t) = et opèrent. Ce phénomène, a p r io r i 

surprenant , a été mis en évidence par Dahlberg [D] ; l'auteur a 

observé que le résultat de Dahlberg se généralise aisément à tout 

réel tel que 3 / 2 < s < n / 2 [ B 5 ] et, de façon plus subt i le, au cas 

l im i t es = 3 / 2 [ B 6 ] . 

Dans les autres cas, ce sont généralement les conjectures les 

plus naïves qui se sont trouvées vérif iées. A i n s i , s i s est un entier 

tel oue s > s u p ( n / 2 , 1 ), la condition G € H s

1 o c ( I R ) - clairement 

nécessaire pour que G opère - est également suff isante; de même, 

pour 0 < s < i n f ( n / 2 , 1 ), la condition suffisante évidente - à savoir 

G' e L°° ( IR) - est en fait nécessaire. 

Le lecteur t rouvera dans un exposé précédent [ B 4 ] la liste des 

résultats obtenus jusqu'en 1 9 9 0 ; le seul résultat démontré depuis 

lors concerne le cas crit ique s = 3 / 2 . Plutôt que de dél ivrer une 
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nouvelle énumérat ion, nous préférons reveni r i c i , à t ravers des cas 

typiques, su r les méthodes uti l isées. 

Préc isons nos notations. Nous allons élargi r notre propos aux 

diverses vers ions l p des espaces de Sobolev, pour lesquelles nous 

adopterons la notation générique E J ( I R n ) . A i n s i , pour s ent ier, s > 0 

et 1 ^ p ^ + o o , E p

s ( [R n ) pourra être l'espace de Sobolev usuel 

W s , p ( ! R n ) ; pour s réel , s > 0 e t ! < p ^ + o o , Ep( IR n ) désignera aussi 

l'espace de Besov B J q ( [ R n ) (q € [ 1 , + o o j ) ; pour s > 0 et 1 < p < + o o , 

Ep ( l R n ) sera encore l'espace de T r iebe l -L i zo rk in FJ , q ( I R n ) (q € [ 1 , + o o ] ) . 

|| f || désignera la norme de f dans E p ( I R n ) , quand il n'y aura pas de 

r isque de confusion. 

Ajoutons - pour rassu re r le lecteur - que nous ut i l isons 

rarement les définitions précises de ces espaces. Il nous suf f i ra 

bien souvent d'observer que Ep([R n ) se plonge dans Bp-°°((Rn), pour 

lequel nous disposons d'une norme " ra isonnable" , à savoir 

llfilp + s u p h ^ 0 | h r s ( } | f ( x + h ) - f ( x ) | p d x ) 1 / P , 

ceci , bien s û r , pour 0 < s < 1 ; pour s = 1 , il convient de remplacer 

la différence première par la différence seconde; pour s > 1 , on 

procède comme pour les espaces de Sobolev usuels. En fait l'étude 

des W s , p ( s entier ) et des H s ( s réel positif ) est tout à fait 

typique des résultats plus généraux. 

L'introduction du nombre g = ( n / p ) - s est justif iée par 

l ' importante estimation 

(1 ) l l f ( . / X ) N X p | | f | | ( V X € ] 0 , 1 ] ) . 

On dira que E p

s ( [R n ) est sur-critiques'\] s'injecte dans 

L ° ° ( [ R n ) , sous-c r i t ique dans le cas contraire. Il est bien connu que 

Ep([R n ) est sous-cr i t ique pour s < n / p , su r -c r i t i que pour s > n /p . 

Voici la liste exhaustive des E p / p ( I R n ) sur-critiques: 

Bp n / p l ( (R n ) ( voir [T] ), F ^ d R " ) ( voir [J] ) et W ^ d R 1 1 ) . 

Une dernière précis ion: à l'exception du cas p = + o o , Ep( IR n ) ne 
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contient pas de constante non nul le, de sorte que la condition 

6 ( 0 ) = 0 est toujours nécessaire pour que G opère su r Ep((R n ) ; elle 

se ra , en règle générale, sous-entendue. 

"Last but not least": le présent travail est le résultat de 

collaborations avec Dali la Kateb, Djeli l Kateb et Yves Meyer , 

l i - Non- t r iv ia l i té du calcul fonctionnel 

Nous disons que le calcul fonctionnel est non-trivial si les 

fonctions de la classe de Schwartz CP( [R) opèrent su r E p ( [ R N ) . 

Théorème 1. Le calcul fonctionnel sur E*(lRn) est non-trivial 

si et seulement si s < / + ( 1 /p) ou s ^ n/p. Pour 1 + ( 1 /p) ^ s < n/p, 

seules les fonctions linéaires opèrent. 

Ce théorème comporte des lacunes: pour certains EJ - fort 

exotiques, il est v ra i - nous ne savons pas prouver la 

non- t r iv ia l i té , bien qu'elle soit v ra isemblable; c'est le cas de 

B p

1 + ( 1 / p ) J ( l R n ) ( 1 < p < n - 1 ) , F * - q ( [ R n ) ( 1 < s < 2 , s < n ) et F p

M ( [ R n ) 

( p < n , q TL 2 , q * p ). 

Le théorème 1 repose su r l'existence de fonctions plateaux 

(ou localement l inéaires) ayant des normes appropriées: 

Lemme 1. Dans le cas sous-critique,il existe une suite 

(Qv)v>1 de fonctions C°° sur lRn, portées par le cube unité 

Q - [- l/2,+ i/2]n, telles que 6v(x) = 1 sur lecube2~vQ et 

Preuve. Donnons-nous une fonction tp € «2 ( [R n ) telle que 

(p(x) = 1 su r Q et ip(x) = 0 hors de 2Q. 
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Le cas s < n/p est très simple: on pose 6 v ( x ) = <p(2 vx) et on 

utilise l'estimation ( 1 ). 

Supposons maintenant s = n/p et posons 

e ^ x ^ v " 1 L U j o , < P < 2 j x ) ; 

tout se passe comme si la somme ci-dessus était une série 

d'ondelettes, de sorte que || 8 j | est estimée par ' ^ dans le 

cas Besov et par 1 / p ' ~ 1 dans le cas Triebel-Lizorkin ( voir [B2] 

ou [B3] pour plus de détails ). 

Dans le cas sur-cr i t ique, il est hors de question que || 8 V ! | 

tende vers 0: on a en effet 1 ^ || © v l l 0 0 < C II 8 V | | . 

Lemme 2. Supposons s = 1 + ( 1/p) ( avec q > 1, dans le cas 

Besov, et p > 1 , dans le cas Triebel ). Il existe alors une suite 

(uv)v> j de fonctions C°°, portées par Q, telles que 

( i) uv(x) = x ; , pour jx ¡1 ç 2~ v " ; et \xj < / /4(j = 2,....,n ) ; 

Plaçons-nous d'abord en dimension 1. D'après le lemme 1 , il 

existe une suite ( 8 V ) de fonctions C° ° , portées par [- 1 /2",+1 / 2 ] , 

vérifiant 8 v ( x ) = 1 pour |x| ^ 2 ~ v " 1 et 

1 1 m v - * + o < J e v l l E p

1 / P(!R) = °-

Rien n'interdit, dans la preuve du lemme 1 , de choisir la 

fonction <p paire et d'intégrale nulle, on a alors \ 8 v ( x ) dx = 0 , de 

sorte que la fonction u v ( x ) = | ! O 0 8 v ( t ) dt satisfait à toutes les 

conditions souhaitées. 

En dimension n ^ 2 , on pose u J ^ X j x p ) -

u v ( x p «p(2x2)... (p(2xn). 
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Venons-en à la preuve du théorème 1. Nous supposerons 

d'abord 1 + ( 1 /p ) < s < n/p et, dans un premier temps, s < 2. Soit G 

une fonction, de classe C 1 , qui opère sur E*([R n) ; on sait alors 

( [ B K 2 ] , [B3] ) qu'en un sens faible, G opère de façon bornée: 

Lemme 3. // existe des constantes Cj> O telles que, pour 

toute fonction f, portée par Q, // f/I^Cj implique¡1G o f\\ ^ C2 • 

Posons f(x) = 2 v a u v ( r ~ ^x) , où les nombres a ̂  1 , r € ]0,1 ] et 

l'entier v ^ 1 sont reliés par la condition 

(2) 2 v a | | u v | | r P = C t 

Soient 1 € ] 0 , l / 4 ] et h = ( 1 a _ 1 r 2 " v , O , 0 ) . Intégrons 

| D j ( G 0 f)(x + h) - D j ( G of)(x) | p sur l'ensemble défini par 

| x 1 l < r 2 _ v ~ 2 e t | x j | < r / 4 ( j = 2 , . . . , n ) ; 

l'inégalité || G 0 f || B*.«>((Rn) < C 2 conduit alors à 

(3) I^/^] I G ' ( U T ) - G'(t) |P dt < C 3 (a 2 V ) 1 " S P r "PP. 

Si s > 1 + ( 1 / p ) , on fait v = 1. L'égalité (2) devient r p a = C 4 

et le second membre de (3) est estimé par a 1 + P ~ S P ; en faisant 

tendre a vers + o o , on obtient G' = Cte. 

Pour s = 1 +( 1 / p ) , on pose a = || u j l " 1 . On a alors 2 v r e = C 1 et 

le second membre de (3) est estimé par a ~ p ; en faisant tendre v 

vers + o o , il vient encore G' - Cte. 

Dans le cas s = 2 et p = 1 , on modifie la preuve ci-dessus en 

remplaçant les différences premières par des différences secondes 

( voir [B6] pour plus de détails ). 

Enfin, pour s ̂  2 et p > 1 , on note qu'il existe des nombres 
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et p j tels que 

p < P | < + o o , 1 + ( 1 / P | ) < S | < 2 et ( n / p 1 ) - s 1 = p ; 

alors ED

s([R n) se plonge dans B n

 si '°°([R n) ; en appliquant le calcul 
p P i 

précédent au couple (s^ ,p | ), on parvient à la même conclusion. 

Passons aux preuves de non-trivialité. En dehors des cas bien 

connus: O < s < 1 ou s ^ n/p (voir [ R ] , [ M ] , etc), on utilise le 

Théorème 2. Toute fonction dont la dérivée seconde est une 

mesure bornée opère sur Ep([Rn) pour 1 ^ s < 1 + (1/p) (sauf -

peut-être - si Ep(IRn) est l'un des espaces exceptionnels signalés 

après le théorème / ). 

Voici les grandes lignes de la démonstration. 

La "propriété de Fubini" , vérifiée par certains Ep3, et, pour les 

autres, un argument d'interpolation non-linéaire, permettent de 

nous limiter à la dimension 1. 

La seconde réduction consiste à écrire 

G(x) = ( 1 / 2 ) J R(|x-i|-|i | ) d y(i) + ax , 

où y = G" , de sorte qu'il nous suffit d'obtenir l'estimation 

(4) il 1 f - x | - | T | j| < C ( s , p ) | | f | | , 

pour tout f € Ep(IR) et tout x € OR. La preuve de (4) repose sur une 

version précisée de l'inégalité de Hardy-Littlewood [HL] ; dans le 

cas où Ep est l'espace de Sobolev usuel H s , cette inégalité s'écrit 

(5) \ 3 | f (x ) | 2 d is t (x,jc )2 -2s d x ^ c(s)JJ J X J | f (x) - f (y) | 2 |x -y | 1 " 2 s d x dy, 

pour tout intervalle ouvert J , borné ou non, et toute fonction f, de 

classe C 1 , telle que 

(i) f(x) = 0(x ) ( |xj —*• + o o ), si J est non borné , 

(ii) jj f(x) dx = O , si J est borné. 
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On applique (5) à la fonction f sur chacun des intervalles aux 

bornes desquels f-x s'annule. Le lecteur trouvera tous les détails 

dans les références [BM] et [BK3] . 

111 - Vers les conditions nécessaires 

Une fois écartés les cas de trivialité, notre objectif est 

d'obtenir des conditions nécessaires simples pour qu'une fonction 

opère. Un premier pas dans cette direction est le 

Théorème 3. Supposons s > 0; alors toute fonction qui opère 

sur Ep

s([Rn) est 

(i) lipschitzienne si Ep

s([Rn) est sous-critique, 

(ii) localement lipschitzienne si Ep

$([Rn) est sur-critique. 

Ces conditions ne sont suffisantes que pour 0 < s < 1 ( ainsi 

que pour s = 1 , si on se limite aux espaces de Sobolev classiques 

W 1 i P ) ; on montre en effet facilement que certaines fonctions 

lipschitziennes n'opèrent pas sur E p

s ( [R n ) , dès que s > 1. 

Nous indiquerons la preuve du théorème 3 dans le cas où 

E p

s([R n) est sous-critique et O < s < 1 ( pour s ^ 1 , il suffit de 

remplacer les différences premières par des différences d'ordre 

supérieur: voir [B3] ). 

On cherche à mettre en évidence une constante K > O telle 

que | G(a) - G(b) | < K | a - b | , pour tous nombres a et b; pour cela, 

on teste G sur la fonction 

f(x) = ( b - a ) L | k . | < y ' P ( 3 ( r " 1 x - k ) ) + a 6 v ( x ) 

(Les fonctions «p et 8 V ont été introduites au lemme 1 ; la somme 

L | k . |<y - - est étendue aux k € Z n tels que |kj| < y pour j - 1 , n )... 

Nous proposons d'appeler f un "peigne d'Igari", d'une part à 
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cause de sa forme en dimension 1 .d'autre part parce que S.lgari [I] 

a eu, le premier, l'idée d'utiliser une telle fonction - en prenant 

pour tp et 8 V des fonctions caractéristiques d'intervalles - afin de 

décrire le calcul fonctionnel dans l'espace H ((R) ( O < s < 1 / 2 ). 

Les entiers positifs y , v et le nombre r € ]0,1 ] seront 

astreints aux conditions 

(6) | a | i | 8 v | | < C j / 2 , 

(7) (3 |a-b!)~ 1 < C 5 r p y n / P < ( 2 | a - b | ) - ! : , 

(8) r y < 2 ~ v ~ 2 . 

Pour un choix convenable de C ^ , les conditions (6) et (7) 

entraînent | | f | | < C j ( voir le lemme 3 ); de son coté, l'inégalité (8) 

implique 

f(x) = b sur r(( 1 /3)Q + k) , f(x) = a sur r(Q + k) \ r ( (2 /3)Q + k). 

Voici comment réaliser ces trois inégalités. D'après le 

lemme 1 , on a ( 6 ) pour un grand entier v ; ensuite, pour p > O, on 

pose 

r ^ {(2 C 5 ( a-b j ) " 1 y _ n / p } 1 / Q ; 

l'hypothèse s > O permet d'obtenir (8) dès que y est assez grand; 

pour p = O, on commence par choisir y pour avoir ( 7 ) , puis r suivant 

(8). 

A lors, en intégrant | (6 o f)(x + ( 1 / 3 ) re j ) - (G o f)(x) | p sur la 

réunion des cubes r ( [ 0 , 1 / 6 ] n + k ) ( |kj| < y ), on obtient 

| 6 (a ) - 6 ( b ) U C 6 r - P y - n / P ; 

une nouvelle utilisation de (7) permet de conclure. 

Les méthodes employées dans la preuve ci-dessus sont assez 

souples pour fournir, si besoin est, des conditions d'ordre 

supérieur sur la fonction 6 ( voir [B 1 ] ). 
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IV- En guise de conclusion 

En dehors des cas O < s < 1 et » si on se limite aux espaces 

de Sobolev classiques - s entier, on ne dispose d'aucune condition 

nécessaire et suffisante d'opérance. 

Pour 1 < s < 1 + ( 1 /p) < 2 , la condition suffisante du 

théorème 2 n'est en rien nécessaire; on montre en effet [BM] que la 

condition 

G' € L°°(IR) et | G " ( t ) U C | t r 1 , 

est également suffisante, au moins dans le cas Besov. Par exemple, 

la fonction G(t) - |t|1 + i opère sur Bp- q([R n), alors que G" n'est pas une 

mesure. 

Pour s > n/p, les conditions suffisantes connues s'obtiennent 

par interpolation [P] ou par linéarisation [ M ] , deux méthodes qui 

"gaspillent" vraisemblablement de la régularité sur G. 

Risquons deux conjectures: 

1 - Dans le cas sur-cr i t ique, avec s > 1 + ( 1 / p ) , 

l'appartenance locale à EJ(IR) est nécessaire et suffisante pour que 

G opère sur E p

s((R n) . 

2 - Si Ep / p(CR n) est sous-crit ique, avec n > p + 1 , 

l'appartenance locale-uniforme à EJ / p(IR) est nécessaire et 

suffisante pour que G opère sur E p

n / p ( [R n ) . 
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