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La propriété du prolongement unique 

pour un système elliptique. 

Le système de Lamé 

BELHASSEN DEHMAN* 

et 

LUC ROBBIANO** 

0. Introduction 

Les déformations élastiques d'un solide sont régies par un système 

nxn d'équations aux dérivées partielles connu sous le nom de système de 

Lamé (cf. [2]). Dans le cas d'un solide homogène et isotrope, le système 

de Lamé linéaire s'écrit 

(0.1) L(x, D) = B(x, D) + R(x, D) 

où R(x^D) est un opérateur différentiel matriciel d'ordre < 1 et où la 

partie principale B(x,D) est donnée par : 

(0.2) B(x, D) = -μ(χ) Δ · I n - u(x) grad · div . 

(Les hypothèses précises seront énoncées au §.L) 

En supposant le système Β elliptique (ce qui se traduit par 
μ,(μ+1/)^0 ), nous établissons dans cet article la propriété du prolongement 
unique pour les solutions u d'inéquations différentielles de la forme 

(0.3) \Bu\ <C ] T \Dau\ . 
|α|<1 

La littérature concernant ce type de problèmes est relativement peu 

fournie. En fait, hormis une "remarque" de HÔRMANDER ([1], chapitre 8), 

on ne dispose pas d'une méthode générale qui permet d'établir une 
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inégalité de Carleman pour des systèmes mêmes raisonnables. Cette 

méthode consiste à se ramener au cas scalaire en multipliant le système par 

la matrice des cofacteurs. Elle exige beaucoup de régularité des coefficients 

et surtout, elle élève la multiplicité des caractéristiques; ce qui rend 

totalement inopérant la plupart des théorèmes permettant d'établir une 

inégalité de Carleman, ou même un résultat d'unicité. 

Signalons que cette démarche permet de conclure dans le cas du 

système de Lamé d'ordre 3 grâce à un résultat de WATANABÉ [8]. Nous 

citerons aussi une remarque de SAUT et SHEURER [6] sur le système de 

Lamé d'ordre 2, un travail de VOGELSANG [7] et de JERISON [2] sur des 

problèmes voisins. 

La méthode que nous adoptons ici est différente et se base essentielle

ment sur un calcul pseudo-différentiel à grand paramètre. Suivant L E R N E R 

[4], nous considérons le symbole de Weyl b de l'opérateur B(x^D). Après 

conjugaison par le poids, on réduit par une Jordanisation microlocale le 

symbole b en un symbole presque diagonal 6, comportant un seul bloc de 

Jordan d'ordre 2. Cette géométrie particulière de b permet d'établir une 

bonne inégalité de Carleman; on en déduit alors une inégalité sur 6. 

1. Notations - Enoncés des résultats 

Dans tout le texte Ω désignera un ouvert connexe de R n , 

χ = ( # ! , . . . , £ n ) le point courant de Ω et ξ = ( £ ι , · · · > £ η ) la variable 
duale de χ. On notera In la matrice identité de R n . 

D'autre part pour 7 € R et φ € £7°°(Ω) réelle, on notera par ζ le 

vecteur ξ + ι^ψ1 de composantes ξ* + , 1 < j < η : on posera pour 
axj 

8 € R , \\u\\3n = (^j ( τ 2 + \ί\2)9 R O I 2 d^j . Et, enfin, on conservera 

1 d 
la notation standard Dx. = - ~— . 

' ι axj 
On rappelle, à présent, la notion de prolongement unique. 

DÉFINITION 1 .1 . Nous dirons qu'un opérateur Ρ possède la propriété de 

prolongement unique dans un ouvert connexe Ω si u 6 H2(Q) et Pu = 0 
dans Ω impliquent u = 0 dans Ω dès que u = 0 près d'un point de Ω. 

Considérons maintenant l'opérateur B de (0.2). Son symbole princi
pal est 

Β(χ,ξ) = μ(χ) K | a + . 
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Nous supposerons les coefficients μ et ν réels et dans (7°°(Ω) et 

(H) Β est elliptique sur Ω . 

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant. 

T H É O R È M E 1.2. Sous les hypothèses précédentes, toute fonction u de 

Η2(Ω) solution de (0.3) est nulle sur Ω dès que u Ξ 0 près d'un point 

de Ω. 

Nous en déduisons le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 1.3. Dans le cadre du théorème 1.2, le système de Lamé 

décrit en (0.1) possède la propriété de prolongement unique, pour tout 

opérateur R(x,D) à coefficients dans £°°(Ω). 

R E M A R Q U E S . 

i) La formulation du théorème 1.2 et du corollaire qui le suit autorisent 

de mettre dans l'opérateur de Lamé certains termes non linéaires d'ordre 

< 1. 

ii) Grâce au calcul paradifférentiel à grand paramètre développé par 

M É T I V I E R [5], on peut remplacer les coefficients μ et ν de B(x,D) dans 
C°°(fl) par des coefficients à régularité limitée, (7*(Ω). 

iii) La preuve du prolongement unique consistera à établir une inégalité 

de Carleman (donc à prouver un théorème d'unicité) par rapport à toute 

hypersurface {φ{χ) = φ(χο)} de Ω. Ce qui souligne bien le caractère 

elliptique de B(x,D). 

Le point de l'article est donc de prouver le théorème suivant. 

T H É O R È M E 1.4. Pour toute surface S : {φ(χ) = 0 } , on pose φ = —^-. 

Alors il existe C > 0, βο > 0 tels que pour tout β > βο, il existe 70 tel 

que pour 7 > 70 et u Ε C°° à support dans ί^χ/ — i < φ < . On a 

β 72^2lal \\e^Dau\\2 <C\\e^B(x,D)u\\2 . 
M<2 

La preuve du théorème 1.2 est une conséquence classique du théorème 1.4 

(voir par exemple HÔRMANDER [1]). 
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2. Preuve du théorème 1.4 

On dit que α(χ,ξ,Ί) € Σ™ si φ , £ , 7 ) est C ° ° ( R 2 n ) et 

^ ^ a ( x , e , 7 ) | < C ^ ( | e i + 7 ) m H ^ · 

Si α(χ,ξ,<γ) € a l o r s o P ^ û ) = H?+m -> c'est-à-dire 

l | o p » u | | e ) T < c | | « i u m > 7 . 
Modulo des termes d'ordre 1, on peut écrire l'opérateur sous la forme 

suivante 

( η \ η 

Y^DXj . μ(χ)ϋχ. )ΐά+Σ ( Χ · \ · DXk + DXk - £ . Ζ>,,) e ^ e * 
où est la base canonique de R n . 

Un calcul élémentaire (il suffit de remarquer que βΊφ(Όχ. βΊφ) = 
DXj + ιηφ'} et d'appliquer le calcul symbolique) montre que modulo des 
termes d'ordre 0 , le symbole de Weyl de l'opérateur e 7 <^(J5e"" 7 V ?*) est 

6 ( x , 0 = ^ C C W + i / - C - t C où C = É + * W ( * ) -

Le plan de la preuve est le suivant : 

1) Etude de b dans une base adaptée 

2) Inégalité de Carleman dans cette base 

3) Déduction de l'inégalité de Carleman pour l'opérateur B. 

Recherche des vecteurs propres de b 

Remarquons tout d'abord que le det (6) est (μ + ν) μη~~1(*ζζ)η ; en 
effet si ζ et ς sont libres, on peut écrire dans une base ηι...ηη-2, C> C 
(où r\i sont orthogonaux à ζ et ζ c'est-à-dire · ζ = 0, · ( = 0 ) la 
matrice b comme suit 

(2.1) Ο 
Ο μ(Χ0 

( μ + HC! 2 

V μ(ζ ) 
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si ζ et ζ ne sont pas libres, dans une base θχ . . . 0 n _ i , £ (avec *#Î£ = 0) 

on a b qui s'écrit : 

/ M ' C C ) \ 

Ο 

Ο μ(*ζζ) 
\ ( μ + » ' ) ( ' « ) / 

Donc loin de *(C — 0 la matrice 6 est inversible. Nous travaillerons près 

de ίζζ = 0 et donc dans cette région ζ et ζ sont libres. 

Notons Ρ la matrice 
1 Λ 

Ρ = (*?1,--M*?n-2,C>C) 

où ζ/,·, ζ, ζ sont considérés comme des vecteurs colonnes, ( t / i , . . . ,ηη-2) 
est une base de (£, C)* 1 et il est clair qu'on peut choisir cette base dépendant 

d'une manière C°° de ζ et ζ près de chaque point ζ tel que *CC = 0. 
Nous noterons h la matrice dans cette base. On a : 

(6 est de la forme (2 .1)) . 

6βΦ 

L E M M E 2 . 1 . Soit q(x,Ç) = *(Ç + *7<p')(£ + *7V' ) avec ψ = alors 

il existe C > 0 ei /?o > 0 tels que pour tout β > βο, il existe 70 tel que 

pour tout 7 > 70 et u à support dans ί^χ/ — -g- < φ < a/ors 

| | « ( * , i > ) « | | a > c i | |« |g i T . 

REMARQUE. Nous insistons sur le fait que C ne dépend ni de 7 ni de /3. 

La preuve est classique (voir HÔRMANDER [1], théorème 8.3.1), nous 

avons simplement précisé les constantes. 

Nous noterons u = (u i , . . . , u n ) et ST = (wi , . . . , u n~2)-

L E M M E 2 . 2 . .Avec /es notations du lemme 2.1, nous avons Vestimation 

suivante : 

| | Λ ί 0 ρ · » ( Κ ) « | | 2 > ^ | | < 7 + ^ Κ | | ^ 

+ ψ | « ~ , l î „ > f I * < 

5 



2 1 3 

/ I n ~ 2 Ο" 0 \ 
avec M = ί 0 a y ^ χ 7 ~ 1 ^ 2 0 J o i C ne défend que de mino-

\ 0 0 1 / 
nmfo et majorants de \μ\, \v\, \μ + v\ mais pas de β et 7 . 

a doit être plus petit qu'une constante positive ne dépendant que de 

minorants et de majorants \μ\} \v\, \μ + ρ\. 

PREUVE : La majoration de u et un est une simple application du 
lemme 2.1 aux η — 2 premières composantes et à la n— ième. 

La minoration de la (η — 1)—ième ligne s'obtient de la manière 

suivante. Le terme 7"" 1/ 2 de M permet d'affaiblir la (η — 1)—ième ligne 

de b de sorte que le terme en un peut être absorbé par la majoration déjà 

obtenue sur un. 

Estimation pour h 

Le but est de prouver l'estimation suivante : 

PROPOSITION 2 . 3 . Avec les notations introduites, il existe C > 0, tels 

que pour tout β > 0 ; il existe 70 > 0 tels que pour tout 7 > 70 , on a : 

%\Π\1„<0\\ο?»(Β)*\\2 . 

Nous avons vu plus haut que près de *ζζ = 0 b et 6 sont semblables, 
ce que nous allons exploiter pour prouver l'inégalité sur b de celle sur b. 
Loin de *CC = 0 , 6 est inversible, l'inégalité est alors facile. 

LEMME 2 . 4 . Soit ψε{χ,ξ,η) valant 0 pour \\ζ\ < ε |ζ|2 et 1 pour 
I*CCI > 2£ !C|2 · Φε € Σ® . Alors pour tout ε et β il existe Ce# tel que 

l i o p ^ ) < 7 < C ^ [ | | o p - ( 6 ) U | | 2

 + | | « | | ^ " . 

P R E U V E : On a 

ο ρ ^ ά - 1 & ) σ ρ * ( δ ) = ο ρ · ( * , ) + RLt 

où Rli G ορ Μ ' (Σ~ 1 ) ce qui donne l'inégalité, car b~l^e € Σ " 2 . 

La majoration de b près de *ζζ — 0 est plus longue. La présence 

du M dans l'estimation du lemme 2.2 pose le problème suivant : a quelle 

condition sur A G o p w ( E ° ) a-t-on | |Af < C | |Af t*|| ? Sans hypothèse 

supplémentaire cette estimation est fausse en général. 
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L E M M E 2 . 5 . Soit a G Σ ™ , a(x,£,j) = 7))i<i,j<n tel que 
a^n-i = 0 (modulo Σ™~1 ) pour ιφη — \ (c'est-à-dire a(x,£,7)en_i = 

λ(χ, ξ, 7) e n _ ! (modulo Σ™~~χ ) si on note (ej) la hase), alors 

\\Mop»(a)u\\s„<C\\Mu\\s+mty 

avec C ne dépendant que de semi-norme de α(χ^ξ^) mais pas de 7 . 

Ceci est d'une vérification immédiate et laissée au lecteur. 

L'inégalité du lemme 2.2 fait intervenir h = P~l bP. L'idée du calcul 
est de poser u = Ρ ν et de majorer 

!ΗΙ = | | Ρ « | | < Η | < | | 6 υ | | = | | ρ - Η Ρ ν | | 

< = u n i . 
Dans le calcul formel ci-dessus on a identifié opérateur et symbole et on 

n'a pas précisé les normes. 

L e but du calcul qui suit est essentiellement d'écrire 

opw(b) = op w(P~lbP) 

= o p - ( P - 1 ) o p - ( 6 ) o p - ( P ) 

modulo les restes du calcul symbolique et modulo les troncatures. Ce sont 

d'ailleurs les restes du calcul symbolique qui vont poser problème. 

Dans le calcul qui suit nous allons omettre les troncatures localisant 

près de x 0 = 0 et près de chaque point de *ζζ = 0. On a 

Β = Ρ~ΗΡ 

et donc 

(2.2) oV

W(P-1)opw(b)opW(P) = OP

W(P-HP) + opw(£1) + opw{£0) 

avec tj € Σ>, j = 0 , 1 . 

Calcul de ix 

On a 

= ^ [ ( 1 ) + · · · + ( 6 ) " . 
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LEMME 2 . 6 . Î i e n _ i = φ , ί , ^ β η - ι + ^ ι , ί , ^ + β ^ , ^ ) avec 
a £ Σ\, W e Σ\ et W ( x , £ , 7 ) k c = o = 0 et R(x,Ç,7) € et 

\R(x,(,j)\ < C(\£\ + 7) où C ne dépend pas de β. 

Nous ne calculerons que le 4ème et le 6ème terme. Ce qui donne une 

bonne idée de la façon dont les termes s'éliminent. 

Calcul de (4 ) 

(4) = p-\d(b)(dxp). 

Calculons (dXj P) en-\ = dXj (~) 

a i . 6 = 2 / / ( i C e i ) I d + I / ( C t e i + e / C ) · 

Donc 

(2.3) (dXjP)en^ = j l f o j ) + CdXj ( i ) . 

On a donc 

(2.4) p-1(dtJb)(dXjP)en-1 

= Ρ " 1 (2μ(«ζβ,·) Id + „ ( C S + e / C ) ) [ ^ j Y>? + CdXi (~)) 

- Ce j jP y>,- CVi(P e j)J » 

modulo des termes du type annoncé dans le lemrne 2.6. 

On a φ = — , y/ = et 

(2.5) y>" = e ^ ( 0 " + βφηφ') . 

Donc 

Ρ"" 1 , 5^6 et sont des termes bornés indépendamment de /3. Donc 
les termes de (2.4) provenant de ψ" sont du type R du lemme 2.6. 
L'expression (2.4) devient modulo les termes du lemme 2.6 

-2±^{*ζ&ί)ρ-\βδΧίφψ>) + ^ ' < ( / ? * , , i W ' ) ( P - W · 
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Donc 

(2.6) Y^p-'d(jbdXiPen^ 
j 

= ^ e ^ ^ Ç ^ ^ ^ C e ^ P - V ' + ^ C ^ ) ^ " 1 ^ ) " 

or ^^(dXjtp)ej = φ\ donc de (2.6) on a 
i 

(2.7) (4) = - g ^ ( x x ) ( 2 / , + I / ) ( < C 0 ' ) ( P - V ) -

Calcul de (6 ) 

( 2 , ) + 

Ô X J 6 = 2 A . i 7 (
t C v » î ) I d + i7 i ' (CV" + V»rO 

+ ( ^ ) i c a + ( ^ K < c · 

Donc d'après (2.9) on a modulo les termes du lemme 2.6 

Ceci est égal, par un argument analogue à celui qui suit (2.5) à 

donc 

(6) = -(XX) (2ji + *Ή W X ^ 1 tf') , 

donc (4) + (6) = 0. 
Les autres termes du calcul s'éliminent également deux à deux. 

Le lemme 2.6 ne permet pas tout à fait d'appliquer le lemme 2.5 à 
cause des termes W et R. On a 

(2.10) \\Mo?

v(Rv)\\<C\\v\\ln + Cfi\\v\\ 

avec C indépendant de β car M est borné, et par l'argument classique 
utilisant l'inégalité de Gârding et (y2 + | f | 2 ) C 2 I d - σ(ΒΤ) ·σ(Λ) > 0. 

Pour traiter le terme W on va écrire un lemme : 
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L E M M E 2 . 7 . Si τ(χ,ξ,η) £ et τ^χ,ξ,^ςζ = 0 alors pour tout 
ε > 0 

| | o p - ( r ) t ; | | < Cp [ e | M | 1 | 7 + | | ο ρ - ( ^ « ) « Ι Ι ι , Ύ ] + IMI 

où C dépend de semi-normes de r, C dépend de ε et de semi-normes 
de r et φ€ est le symbole défini au lemme 2.4. 

P R E U V E : On écrit 

On remarque que 

Γ ( * , Ε , 7 ) = ( ' < 0 Γ - Ι ( * , Ε , 7 ) • 

avec Γ - ι 6 Σ~* (car *ζζ = 0 est une variété). Donc 

| | o p » t , | | < \\o^(r)opw(4>e)v\\ + | | o p » op" ( l - ^«) t> | | . 

Le premier terme est inférieur à Οβ \\opw(ipe). Le second s'écrit 

o p w ( r ) o p w ( l - φ.) = o p w ( ( * C C ) r - i ( l - + opw(r0) 

où r 0 6 Σ° . 
D'autre part |*CCr—1(1 ~ Ψε)\ < εΟβ(ζ,ι), donc par l'inégalité de 

Gârding on a : 
| | ο ρ · ( Γ ) o p * ( l - φ*)υ\\ < C0e \\v\\ln + Ce \\v\\ 

ce qui donne ie lemme 2.7. 
Le reste de la preuve de la proposition 2.3 consiste à enlever les 

troncatures (que nous n 'avons pas considérées ici). Cela pose un petit 

problème technique car à chaque fois qu'on applique le calcul symbolique 

il faut vérifier que les termes de reste sont du type de ceux rencontrés au 

lemme 2.6. 
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