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L'ANALYSE PAR ONDELETTES D'UN O B J E T MULTIFRACTAL : 

L A FONCTION £ \ sinn2t D E RIEMANN 
ι η 

Yves MEYER 
CEREMADE 

Institut Universitaire de France 

I - Introduction. 
oo 

Riemann aurait affirmé que la fonction R(t) = ]|Γ -~ sin n2 t n'est nulle 
ι η 

part dérivable. Weierstrass chercha en vain à établir l'assertion de Riemann et 
oo 

modifia alors le problème. I l considéra alors les séries lacunaires X an cos bn xf 

ο 
3 

0 < a < 1, b entier impair, ab > 1 + ̂ n. Ce sont des fonctions continues et 
Weierstrass démontra qu'elles ne sont dérivables en aucun point. Ce résultat 

fut ensuite amélioré par Hardy qui montra que la condition ab > 1 suffit à 

entraîner la non-dérivabilité. 

En 1916, Hardy retourne au problème de Riemann et démontre que R(t) 
n'est pas dérivable en to si to / π est irrationnel, confirmant ainsi l'assertion de 
Riemann. 

S. Lang avait l'habitude de citer à ses étudiants débutants le problème 

non résolu de la dérivabilité de la fonction R(t) et, à la surprise générale, un 

jour, le problème fut complètement résolu par un des étudiants de S. Lang. 

Il s'agit de J. Gerver qui démontra que R(t) est dérivable en π et que R\n) = -~ . 

Plus généralement R'(to) existe si et seulement si to = 2p*\ et alors R'(to) = - 1 . 

La série de Riemann est donc dérivable en certains points. En d'autres 

points, elle présente des "cusps" (ou rebroussements) que l'on peut décrire 

explicitement et qui correspondent à un exposant de Hölder égal à ~. 

En d'autres points to l'exposant de Holder a(to) est encore différent et ces 

fluctuations très fortes de l'exposant de Holder a(to) font penser à un objet 
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multifractal. Pour aller plus loin, i l conviendrait de calculer la dimension de 
Hausdorff de l'ensemble E(a) des to e [0 , 2 π] pour lesquels a(to) = α et tracer le 

graphe dé la fonction E{a) lorsque ^ ^ « < g (ces deux bornes correspondent 

respectivement à la régularité globale qui est exactement d'exposant de Hölder 
1 ? 3 
2 et aux points les plus réguliers où l'exposant de Holder est ~). 

L'analyse par ondelettes est considérée par certains spécialistes comme 

la "voie royale" permettant d'accéder au coeur même des structures 

multifractales. 

Nous allons, sur l'exemple particulier de la fonction de Riemann R(t), 

comparer les performances de cinq méthodes d'analyse allant des "méthodes 

élémentaires" (J. Gerver, H . Queffelec et S. Itatsu) aux "méthodes 

analytiques" (G.H. Hardy, M . Holschneider) qui utilisent les propriétés de la 

fonction θ de Jacobi. L'analyse par ondelettes appartient à ce second groupe. 

Nous conclurons sur les avantages et les inconvénients des diverses 
méthodes. 

2 - Rappels sur la fonction θ de Jacobi 

Si ζ = χ + i y, y > 0, χ e R, on pose 

(2.1) θ{ζ) = £ e i n k H 

-oo 

On a donc |θ(ζ)| <]Γ e~nk2y = e(iy). 

La formule sommatoire de Poisson nous ind ique que 

VyX é~*k y = X e~Kk l y , c'est à dire que 6(i y) = 0(L) et, par prolongement 
-oo -oo y 

analytique au demi-plan supérieur, i l vient 

(2.2) ΛΓΪΪ θ(ζ) = β(-±). 
2 

Si y > 1, on revient à (2.1) et l'on a, par majoration brutale, 

(2.3) | e f e ) - l | < Ce-*> 
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tandis que si 0 < y < 1, on utilise Λ / y θ(ί y) = θψ pour se ramener au cas 

précédent et l'on a donc 

(2.4) \θ(ζ)\ < Cy~ 1 / 2 

Enfin θ(ζ + 2) = flfe), grâce à (2.1). 

Le comportement de θ(ζ) au voisinage de 0 est essentiel dans la discussion 
qui suit. 

On distingue deux cas, selon que y > |z| 2 (c'est à dire ζ appartient au 
disque ouvert de centre | et de rayon-) ou que 0 <y < \z\2. 

Dans le premier cas - j = u + i ν et ν > 1. On utilise alors (2.3) et i l vient, si 

y>\z\2, 

(2.5) 0te) = Ο [ |zf 2 exp (- π>- | z |~ 2 ) ] . 

S i O < y < |z| 2, la même méthode fournit 

(2.6) 0(z) = Ο (^)2 

que Ton peut d'ailleurs écrire *\/^~+0 (^ )2 puisque le second terme englobe le 
y ζ y 

premier. 

Finalement on a dans les deux cas 

(2.7) θ(ζ) = Λ^| + ρ(ζ) 

où p(z) = 0[ |z |~2 exp (-πy |z|~2)] si* y > |z| 2 

ei ρ (ζ) = Ο (^ )2 si 0 < y < |z| 2. 

On en déduit que l'on a, dans tous les cas, 

(2.8) |p(z)| < Cy"'1 \z\a si 0 < a < | , σ = | - 2 a. 

I lvientalors θ (1+ζ ) = Y e ' ' ™ 2 ( 1 + 2 ) =£(^1)" e i , t n 2* 
-oo 

= 2 ^ 4 ί ί Λ - Χ ί ' ' Γ Λ = 2 θ ( 2 ζ ) - θ ( ζ ) . 
- ce -oc 
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I l vient donc 

Lemme 1. 
II existe une constante C telle que, siO<a<^ et a = g - 2 a, on a i i 

(2.9) |θ(1 + *) | < C / * " 1 |ζ | σ 

poizrtout ζ-x + iy, y>0. 

Nous allons ensuite vérifier que Ton peut remplacer 1 par n'importe quel 

nombre tn = f ^ * 1 (p G N , q G IN) et conserver (du moins localement) la 
2^ + 1 

conclusion du lemme 1. 

Pour cela on observe que si | 0 ( i o + 2 ) | <C y*"1 \ζ\σ lorsque \z\ < rQ (ro>0\z = 
x + i y, la même estimation sera vraie pour £x = tQ + 2 (grâce à la périodicité de Θ) 
et pour t2 = - j - (grâce à (2.2)). Dans ce dernier cas, i l conviendra de changer 

rQ > 0 en r 2 > 0 et de modifier la constante C. Finalement l'ensemble S des tQ réels 

pour lesquels l'estimation est vérifiée possède les propriétés suivantes : S contient 

1 ; si tQe S, alors ί σ+2 e S ; si tQ e S, alors -j- e S, I l en résulte que tous les 

rationnels t0 = appartiennent à S. 

Nous venons d'établir le résultat suivant. 

Lemme 2. 
Pour tout rationnel tQ de la forme tQ = , ρ e IN, q G IN, i/ existe une 

constante CQ et un nombre réel ro>0 tels que, pour tout z = x + iy vérifiant y>0 
et \z\ <rOJonait 

(2.10) | β ( ί 0 +*) | < 0^α~ι\ζ\σ 

lorsque 0 < α < | , σ = | - 2 α . 

En appliquant la formule de Cauchy sur un cercle centré en tQ + ζ et de 

rayon | , on déduit de (2.10) une majoration du même type des dérivées 

9'(t0 + z)y θ'%+ζ), à savoir 

(2.11) \e\t0+z)\ < 2C0ya-2\z\° 
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(2.12) |0"(ί ο+ζ)| ^ 4C0ya-3\z\°. 

La même méthode (ou une majoration brutale) fournit 

(2.13) \θ\ζ)\ < C y'1 exp (-π y) si y > 1, ζ = x + iy 

(2.14) \θ"(ζ)\ < C y~2 exp (-π y) si y > 1, ζ = x + iy. 

3 - L a dérivabilité de R(t) = £ si™ * en π p a r » l a méthode de 

Lusin". 

On considère la fonction holomorphe fiz) = ri~2 elKn z où ζ = x + iy, 
1 

y > 0. On a évidemment / '(z) = in JT e'™2* = ^ ( β (ε) - 1). 

Naturellement cette série dérivée divergerait si Ton remplaçait 
brutalement ζ par ίΩ =

 2p+l mais on a cependant lira 6(tn + j y) = 0. Ceci ne suffît 
2ç + l yio 

pas à assurer la dérivabilité de fit) en tQ mais permet du moins de savoir que si 

cette dérivée existe, elle vaut nécessairement -~ —. 

Pour démontrer la dérivabilité de fit) en tQ , on montre un énoncé plus 
précis, à savoir que 

(3.1) | / ( ί 0 + Λ ) - / ( ί 0 ) + ί | Α | < C p | A | \ s M < / 3 < | . 

Pour établir (3.1), on commence par observer que, grâce à (2.11) et (2.13), 
l'intégrale J o f"it0 + iy)d y est absolument convergente. On a ensuite 

λ = Γ f% + iy)dy = Zim fit0 + ie) = - i f . 

Pour établir (3.1), i l suffit d'écrire 

(3.2) fit) = - i / " / X f + i y ^ y 

et de laisser ensuite courir sa plume. 
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On a donc f(t0 + h) - f(t0) - l h = 

-i IJ {f(t0 + h + iy)-f(t0 + iy)-hf"(to + iy)}dy = I^+^+Isih). 

On a posé 

Ix{h) = -i \l {f(t0 + h + iy)-f(to + iy)-hfXto + iy)}dy 

W = -i jk

0 {f(t0 + h+iy)-f'(t0 + iy)}dy 

et I3(h) = ih \k

o f'(t0 + iy)dy. 
Pour majorer \li(h) j , on écrit 

\f(to + h + iy)-f% + iy)-hf'(t0 + iy)\ <f sup \4f f(tQ +τ+ iy)\. 
Δ ο<τ<η U L 

Or φ3 fit + iy) = if e"(t + i y) que l'on estime par (2.12) ou (2.14). On 

obtient ainsi, si h < y < 1, \f'(t0 + h + i y) - f% + i y) - h f"(t0 + i y)\ < Ch2y~î 
et le membre de droite peut être remplacé par C h2 ë~Ky si y>l. On a donc 

3 
\h(h)\ < Ch*. 

Pour majorer \l2(h) \, on écrit simplement 

\f'(t0 + h + iy)-f'(t0 + iy)\ = | \0(to + h + iy)-e(to + iy)\ 

< f \ô(t0 + h + iy)\ + f W0 + iy)\. 

On applique alors le lemme 1 et i l est essentiel de choisir a > 0. On 

3_ 
obtient alors \I2{h)\ < - ha+a =- h2 a . La majoration de | / 3(Λ)| ne pose aucun 

1 3 

problème et i l suffit d'utiliser \Q\tQ + iy)\ <Cy 2 pour obtenir | / 3 ( / i ) | < C h^. 

Cette approche directe et élémentaire aurait pu être utilisée par G. H. 

Hardy qui avait souvent utilisé la représentation (3.2). Mais Hardy avait, sans 
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doute, trop de respect pour Riemann pour songer à mettre en doute sa 
conjecture. 

" inrfit 9nj-i 
4-LadérivabilitédeT e

 O Q en ί 0 = 9 Γ Τ · 

ο ~ inn2t 
On suppose j < β < 1 et l'on se propose de démontrer que /«(£) = \ 

est aussi dérivable en tn = 2p*\. 
° 2ç + l 

La démonstration est identique à celle que nous avons utilisée 

précédemment. On observe que 

(4.1) τΓ2β e i n n 2 t = C(j3) J " e

i n n H t + i y ) y^1 dy 

ce qui conduit à la représentation 

(4.2) fp(f) = C(/3) (0(f+ î y ) - 1) y ^ 1 dy . 

Le seul changement à effectuer dans les démonstrations précédentes est 
de remplacer systématiquement la mesure dy pary^" 1 dy. 

00 . 2 
5 - L a fonction de Riemann ^ s m n ^ n^gt pas dérivable en d'autres points 

ι η 
que ceux déjà mentionnés. 

Nous allons démontrer un résultat plus précis. Si 0 < s < 1, Nous dirons 

qu'une fonction / , définie au voisinage de tQ , appartient à (ft s'il existe une 

constante C telle que l'on ait, au voisinage de t0 , 

(5.1) W)-f(t0)\ < C\t-tQ\s. 

Nous laissons de côté le cas s = 1 et, si 1 < s < 2, nous écrirons / e (ft s 'il 

existe une constante λ telle que l'on ait 

(5.2) Ι/ω - /(g - x{t - tQ)\ <c\t- y s. 
Alors / est dérivable et f'it0) = λ. 
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Si enfin m < s < m + 1, on demandera l'existence d'un polynôme P, de 
degré < m, tel que 

(5.3) \f{t)~P{t)\ < C\t-tQ\\ 

C'est le point de vue des développements limités. 

Définition 1. 
Une ondelette analysante est une fonction ψ de la variable réelle t possédant 

les propriétés suivantes 

(5.4) [Ι ( 1 + | ί - ί ο | · ) | ¥(t)\dt < oo 

et 

Î
oa f oo 

\y(t)dt = ... = tm \p(t)dt. 
oo , L 0 0 

Pour éviter des choix absurdes tels que ψϋ) = 0 identiquement, i l faut 
imposer une condition de non-dégénérescence sur laquelle nous reviendrons 
ultérieurement. 

Dans un souci de simplification, nous supposerons dans l'énoncé qui 
suit que la fonction fit) que nous cherchons à analyser vérifie (5.3) pour tout t 
réel. Cela signifie simplement qu'en dehors d'un voisinage de tQ , \fit)\ est 

bornée et que | / ( i ) | = 0 ( | i j s ) à l ' infini. Ce sera le cas pour la fonction de 
Riemann (qui est continue et périodique). 

On a alors 

Lemme 3. 
Si f vérifie (5.3) et si Vondelette analysante ψ vérifie (5.4) et (5.5), les 

"coefficientsd*ondelette" définis par 

(5.6) Wit 9y) = M " fis)Yi^)ds, t e R , y > 0 , 

vérifient 

(5.7) \W(t,y)\ < C (y3 + \t - tQ\s). 

8 
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En effet, on peut, grâce à (5.5), remplacer / ( i ) par f(t) - P(t), ce qui 
conduit à majorer \W(tyy)\ par -~ j |s' - tQ\s• M — ) | (i s\ On utilise 
finalement js' - tQ\â < 2 S " X (|s' - t'f + | i - et Ton obtient (5.7). 

Le lemme 3 nous permet d établir que non seulement la fonction de 
Riemann η est pas dérivable en d'autres points que ceux déjà mentionnés, 

3 

mails encore qu'elle n'est même pas C 4 si ε > 0 et si t0 n'est pas un des points 

où R(t) est dérivable. 

Pour faire cette vérification, on choisit \y(t) de sorte que W (t, y) = 

y dit + i y), c est à dire ψ (t) - (t + iT2. On observe alors que le lemme 3 
Δ Kl 

s'applique si 0 < s < 1. Si donc la fonction de Riemann appartenait à (ft 

avec 0 < s < 1, on aurait nécessairement \e(tQ + iy\ < Cy~~l+S pour y >0. 

De deux choses Tune 

ι 

(a) Si tQ g Q, G.H.Hardy a démontré que \θ (tQ + i y)\ > C (tQ) y~ï 

où C(tQ) > 0. 

(b) Si tn € Q mais i 0 * + * , i l résulte du raisonnement qui a conduit 
w u 2g+l 

au lemme 2 que l'on a \θ (t0 + iy)\ > C (t0) y 2 où C (tQ) > 0. 

Dans le premier cas, ^ 8ΐηπ£ 1 g p 0 u r β > | e ^ dans le second 
1 Λ 

cas ]T ^l7t£2t
 g cf^ pour j3 > ̂  . En particulier la fonction de Riemann n'est 

1 1 

pas dérivable en ίΛ si ίη * π . 

6 - L'étude de la régularité 2-microloeale de la fonction Riemann, 

Les espaces 2-microlocaux ont été introduits par J.M. Bony dans [1] et [2]. 
Les liens entre l'analyse 2-microlocale et l'analyse par ondelettes ont été 
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explicités par S. Jaffard. Si bien que les ondelettes constitueront une technique 

d'analyse dont la finalité est l'analyse 2-microloeale. 

Les espaces 2-microlocaux généralisent les classes (ft que nous avons 

définies au paragraphe 5. L'analyse 2-microlocale possède une souplesse que 

l'on ne trouve pas dans les développements limités : possibilité de dériver 

terme à terme, possibilité de faire agir tous les opérateurs pseudo-différentiels 

(classiques) quel que soit leur ordre. 
s,sr 

I l est temps de définir les espaces 2-microlocaux C ̂  . On part d'une 

fonction φ appartenant à la classe de Schwartz y(R) , paire, dont la 
transformée de Fourier φ (ξ) est égale à 1 si \ξ\ < | et à 0 si \ξ\ > 1. On pose 

ensuite <pj (x) - 2/ φ (2/ χ) et l'on désigne par Sj l'opérateur de convolution avec 

<Pj . On forme enfin = Sj+Ï - Sj et, si u € .9' (R) est une distribution 

tempérée arbitraire, on a 

(6.1) u (x) = SQ(u) (x) + £ A{u) (x) 
0 

et cette décomposition s'appelle l'analyse de Littlewood-Paley. 

Définition 2. 

Soient s et sf deux nombres réels. On désigne par &T'J l'espace de Banach des 

distributions tempérées ue9'(lR) pour lesquelles il existe une constante C = C(z/) 
de sorte que Von ait 

(6.2) ..|S0(i*)Cx)|. < C(l + | * | ) - ' ' 

pour tout x réel et, pour tout je IN, 
(6.3) \Aj(u)(x)\ < CT* Q + 2/ \χ-ί0\)~*'. 

I l est aisé de vérifier que les conditions (6.2) et (6.3) définissent 
effectivement un espace de Banach de distributions tempérées et que cet 
espace ne dépend pas du choix de la fonction φ. On observe que Aj(u) (x) 
- 2~ / s Uj (2> (x -1 0 ) ) et que les fonctions Uj possèdent les propriétés (6.4) et 

(6.5) suivantes 
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(6.4) La transformée de Fourier de Uj est nulle en dehors des deux 

intervalles [ - 2 , - | ] et t | , 2 ] , 

(6.5) \Uj{x)\ < C <l+|*|re'. 
I l est alors immédiat de vérifier que la dérivée ^ Uj de Uj conserve les 

propriétés (6.4) et (6,5). I l en est de même pour la transformée de Hubert Uj de 

Uj ou de l'action de n'importe quel opérateur de dérivation ou d'intégration 

fractionnaire. 

Revenant aux espaces (ft

9* i l vient 

(6.6) u e CS

t'
S' « 4-u e C Î " M ' « \D\?u e cT7'*' 

lo dx lo 1 1 lo 

où D~-i-j^ , / e IR. On peut étendre ce dernier résultat au cas où y est un 

nombre complexe γι + ι γ2 à condition de remplacer s - γ par s - γ1 . 

Le lemme suivant, dont la preuve très simple est laissée au lecteur à titre 

d'exercice, nous servira à démontrer la dérivabilité de la fonction de Riemann 

en les rationnels tn = 

Lemme 4. 

Pour tout nombre réel s >0, s <t IN et pour tout $'>-$, on a 

(6.7) ( f / c c ( f f \ 
lO lO l o 

Pour démontrer qu'une fonction f(t) de la variable réelle t est dérivable 
en tQ , i l suffira donc d'établir l'existence de deux nombres réels s > 1 et s' > - s 

tels que fit) appartienne à ( f ^ . Ce faisant, nous aurons démontré un 

résultat un peu plus précis : à savoir que \D\r f est aussi dérivable en tQ 

lorsque 0 < y < infis-1, s + s'). 

Une dernière observation. On a, grâce à (6,1), 
OO t 

u(t) = υ 0 + ]T up) et, si u € Cff, s > 1, s + s' > 0 , 
ο 

11 
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on a \uj (f)| < C 2-Js (1 + 2Î\t- t0\T
s' 

et | ̂  up)\ < C 2-J(s~l) (1 + 2>> - i 0 | " s ' 

Si s > 1 et s + s' > 0, le lemme 4 peut être complété par l'énoncé suivant. 

Lemme 5. 

On a, si s>let s + s' > 0 , 

La série de Littlewood-Paley peut donc se dériver terme à terme, sous les 

hypothèses du lemme 4. 

Un dernier lemme nous sera particulièrement utile pour démontrer que 
s s 

f appartient à Ct

 9 .Ce lemme sera démontré dans l'appendice. 

Lemme 6. 

Soit w € LX(IR) une fonction dont la transformée de Fourier ne s'annule pas 

sur [-2,-1] u [1,2]. Supposons en outre que cette transformée de Fourier υυ(ξ) soit 
indéfiniment dérivable au voisinage de [-2,-1] u [1,2]. Posons Wj(x) = % 
ιν(2*x). Supposons s >0, s' >0. Alors toute fonction f e L°°(1R) vérifiant 
(6.9) \(f*wj)(x)\ < CTj*(l + V \χ~χ0\Τ8' pour tout j > 0 et tout x e 1R 

appartient nécessairement à Cfx^ . 

7 - Retour à la fonction de Riemann. 

Théorème 1. 

Ona fn-2sin (nn2t) e tf9*' si s > 1, s ' = f - 2 s et i 0 = 
^ *o ' 2 ° 2# + l 

Si 1 < s < 2 , on aura s' > - s et i l en résultera que X n s^n ( π η fi e C^. 

A fortiori la fonction de Riemann sera dérivable en t0. 

12 
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Démontrer que Y η" 2 (ττη2£) e C* , S équivaut à établir que Y - τΓ2elnn t 

S s 
e Cf ' (puisque la transformation de Hubert conserve les espaces 2-
microlocaux). On désigne par w (*) = 1 - f i - 1 ^ ) la dérivée du noyau de Poisson 

π a x 1+x 
et on applique le lemme 6. On a alors, pour tout y > 0, 

- Y η 2 e'™2* = u Y e i 7 r n 2 f e + ^ = i * e ( x + iy). 
y ^ ι ι 

Dès lors le lemme 2 permet de conclure. 

L'intérêt que présente cette approche est de relier immédiatement 
oo 

entre elles toutes les fonctions ]|Γ η~2β sin (πη2ί) lorsque j < β < 1. En effet 

ces fonctions (que l'on note /β (t)) se déduisent de fi(t) en appliquant 

l'opérateur de dérivation fractionnaire j D j 1 ^ . Alors fi e (ft

y* équivaut à /β 

i c et les conditions portant sur 5 et entraînant la dérivabilité sont s 

- 1 + β > 0 et s - 1 + /? + s' > 0. On doit donc avoir 2-/3 < s < | + β ce qui n'est 
3 

possible que si ^ < β < 1. 

8 - L'analyse par ondelettes de la fonction de Riemann. 

S. Jaffard a démontré dans sa thèse [7] que les espaces 2-microlocaux 

peuvent être caractérisés par des conditions très simples portant sur les 

coefficients d'ondelettes. 

Considérons le cas particulier des ondelettes de classe C 2, à support 
compact, d'Ingrid Daubechies. I l existe donc deux fonctions φ et ψ, de classe 
C 2 , à support compact, telles que la collection des fonctions , k e Z, et 

j e IN, k G Z , soit une base orthonormée de L 2 ( R ) ; on a posé φ φ ι ) = <p(x - k) et 
i 

y ^ ( : c ) = 22 y & x - k ) . 

Le théorème de Jaffard est l'énoncé suivant : si |s| < 2 et < 2, 

alors / e (ft

9J si et seulement si les "coefficients d'ondelettes" β^ = <f,çk> et 

aj,k = < / y V(/> > vérifient 
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(8.D ι&ι < c a + \k\rs' 

(8.2) \ajJt\ < C 2~JIS+2} (l + \k- 2> t0\Ts' 

pour tout k e Έ et tout j e IN. 

Si, en outre, ces conditions sont satisfaites pour s > 1 et s + s' > 0, 
oo oo oo 

alors fit) = ]j£ fik + Χ X e s t dérivable en £0 et Ton a 
-oo 0 -oo 

(8.3) fxt0)= χ & <pk'(t0) + χ χ «;> ̂ ;α0)· 
-oo 0 -oo 

Observons que 

Or le produit (1 + \x\)~s \v'ix)\ e s t une fonction continue, à support 

compact et, pour tout j > 0 fixé, le nombre de valeurs de k qui entre en jeu ne 

dépasse pas une constante C. La série (8.3) est donc absolument convergente. 

L'utilisation des séries d'ondelettes orthogonales est donc une des "voies 

royales" pour étudier la dérivabilité de la fonction de Riemann. Mais cette voie 

d'accès à la dérivabilité, bien que théoriquement parfaite, repose sur la 

possibilité d'estimer les coefficients d'ondelettes de la fonction de Riemann. 

L'ut i l isat ion du lemme 6 et de la fonction θ de Jacobi est le détour 
indispensable. 

9 - Les méthodes directes : J - Gerver, H, Queffelec et S. Itatsuu 

Les méthodes directes ont un double avantage : elles fournissent des résultats 
plus précis et elles n'utilisent pas le détour par la fonction θ de Jacobi. 

Commençons par la méthode directe de S. Itatsu. Elle repose sur le 
Λ 6 — 1 

calcul (élémentaire) de la transformée de Fourier / ( ξ ) de la fonction fix) = — „ — 

On observera que fix) appartient à LlÇR) et sa transformée de Fourier /(£) est 

14 
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une fonction continue et paire, dont le développement asymptotique quand 
ξ -~» + oo est fourni par 

(9.1) f{0 = e - i ^ (f + f + . . . ) 

où d = \ . 

Démontrons alors la dérivabilité en π de u(x) = η e171 x . On 
1 

00 

écrit u(n + h) = £ ( - l ) n / T V * 2 * = | u(4h)-u(h). 

Nous allons établir que, si A > 0, on a 

(9.2) H ( A ) = a(0) + C - i | + Ο ( / J ) 

ce qui implique 
3 

(9.3) U(K + A) = itOr) - 1 A + 0(A2). 

On a, par ailleurs, .#0r - A) = u(n+h) et donc (9.3) est aussi vrai si A < 0. 

La relation (9.3) est plus précise que ce que nous avions obtenu par les 
méthodes utilisant la fonction θ de Jacobi. En effet les termes d'erreur étaient 

en 0(A r ) où 7 < - et l'on ne pouvait obtenir γ = g. 

Pour établir (9.2), i l suffit d'appliquer à la fonction f(x) la formule 
00 » 

sommatoire de Poisson. I l vient, si τ > 0, τ ]Γ fin τ) = ^ / (— η). On choisit 
~oo -00 

1 « 2 1 7 Γ 2 

τ = A2 et alors τ fin r) - i τ + - u(h) - - y . La relation (9.2) découle 
-00 

immédiatement de (9.1). 

La seconde méthode directe est le perfectionnement que Hervé Queffelec 
a apporté à la démonstration originale de J. Gerver. H . Queffelec étudie la 
dérivabilité des séries 

(9.4) m) = χ 8 - ^ ψ ] 
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où fin) est soit un polynôme de degré > 2, soit la restriction aux entiers d'une 

fonction de classe G 2 sur [l,oo[ et vérifiant, en outre, les estimations suivantes 

Cxf < fit) <C2f, G i f " 1 < fit) < C 2 i r ~ \ G i f " " 2 < fit) < C2t
r~2 

où G 2 > Cx > 0. On supposera que fin) Ψ 0 pour tout entier η e IN. On a 
alors [8] 
Théorème 2. 

Soit xQ un nombre réel tel que la suite xQ fin) soit, modulo 2 π, périodique 
Ν 

de période N. Alors H est dérivable en xQ si et seulement si ]T exp [i xQ fin)] = 0 
ι 

et, dans ces conditions, 

(9.5) H\x0) = η cos [fin) x0l 

10 - Conclusion. 

Nous avons étudié la dérivabilité de la fonction de Riemann par quatre 

méthodes différentes et i l convient de conclure. D'un point de vue objectif, la 

méthode S. Itatsu paraît la meilleure si l'on se restreint au cas particulier de 

la fonction de Riemann originale et si le but poursuivi est l'estimation du 

terme d'erreur. 

La méthode de Gerver-Queffelec est sans doute la meilleure si l'on vise la 

généralisation la plus vaste possible. 

Mais mes préférences vont à la technique de la 2-microlocalisation car 

elle permet l'utilisation libre des opérateurs pseudo-différentiels. 

I l serait très intéressant de démontrer que lorsque les fonctions Hix) de 

Hervé Queffelec sont dérivables, elles appartiennent aux espaces 2-

microlocaux définis dans la section 6. 

11 - Appendice : la preuve du lemme 6. 

Le lemme 6 découle du résultat plus général suivant. 

Lemme 7. 
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Soient w et θ deux fonctions de L (IRn). Posons ψ - w * Θ. La constante 
C0 est définie par 

C c = (l+\x\rs'\e(x)\dx si s'<0 

et 

Ca = sup (i+\x\r+1+s' \θ(χ)\ si s' > 0. 
xeJR" 

Alors toute fonction u(x) e L°°(IR) vérifiant, pour un certain x0 e lRn, 

\\u{x-y)2nJ w(2y) dy\ < 2-js(l + 2> \x~x0\T8' 

vérifie automatiquement 

\ju(x-y)2nJ ψ(2/y) dy\ < C02-Js(l + 2> \x-x0\TS'. 

La preuve est immédiate. Elle est donnée pour la commodité du lecteur. 
On a y/(y) = j w (y - ζ) θ(ζ) dzet donc 

2nj ψ&γ) = 2nj J wi&y-Vz) 2nj θ (2>' z) dz. 

I l en résulte que 

ju(x-y)2nJ ψ (2/y) dy = 

2nJ j j u(x-y) w(2/y-2/z) 2nJ θ(2>ζ) dz dy = 

2nj J \u(x-z-y) w(2*y) dy 2nJ θ (2/z) dz. 

Finalement 

| J u(x~y) 2nJ yf&y) dy\ < 

2~js j (1 + 2/ \X~Z~X0\Ts' 2nj | θ(2/ζ)\ dz < 

C0 2~Js ( l + 2> |*-x0|rs'. 
Revenons à l'énoncé du lemme 6. Par hypothèse, la transformée de 

Fourier w (ξ) de w ne s'annule pas et est indéfiniment dérivable sur 
1 - 5 < \ξ\ < 2 + 2 8 (0 < δ < 1). I l est alors possible de construire une fonction ψ 

oo 

appartenant à la classe de Schwartz paire, telle que ]]Γ ψ (2~J ξ) = 1 
-oo 

(ξ ψ 0) et que le support de cette transformée de Fourier ψ soit précisément 
inclus dans 1 - δ < \ξ\ < 2 + 2 δ. 

17 
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Dans ces conditions, on a ψ = w θ où θ e C£°(R). Finalement ψ = w * Θ. 

On est dans les conditions du lemme 7, ce qui démontre le lemme 6. 
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