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U N P R O B L È M E À F R O N T I È R E L I B R E . 

XAVIER PELGRIN 

1. Pré l iminaires* 

Soit K un compact de H 2 dont le complémentaire est connexe. 

Soit j £ £ ° ° ( I R 2 ) t.q : 

( supp( i ) C K, 

I j d x > 0 . 

m2 

Pour u € I f ^ R 2 ) , on note 0 U = {x € R 2 / u ( a ; ) / 0 } , | f i u | la mesure de 

Lebesgue de Qu et Xu l'indicatrice de Q,u. 

On définit : 

A(7) = {weH\n2)/\nw\<7} 
et : 

On considère le problème : 

{ Trouver u £ A(7) tel que : 

V v € A ( 7 ) , J ( u ) $ $ J ( v ) . 

On admettra : 

• Le problème ( P ) a une solution u 7 . 

• uy G W 1 , o c ( l R 2 ) (donc est lipschitzienne ) , et a un support borné. 

• On a : — Auj = j dans Çlu^ (qui est ouvert). 

•(du^)2 = s - A T x u . , où : 

À = —^- / jVu.xdx, 

= lim — / g(x-y)y-2dy. 
e - > 0 2 7 r 4 l> * 

Remarques : 

- T# est la transformée de Beurling de g. 
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- On a utilisé les notations : 

dy — cfyi d?/2 : mesure de Lebesgue de H 2 . 

• Pour 7 assez grand, on a : K C ûu 7 et u 7 > 0 sur ÙUl. 

• On pose : 

U o o 0 ) ^ ~ — / 9

 l n N -y\j(y)dy 

et on a alors -Au^ — jf dans H 2 . 

On peut montrer que (u1(x) — uy(Q)) — (uoo(x) — uoo(0)) tend vers 0 quand 
7 tend vers +oo dans C°°(B) pour toute boule B . 

En utilisant cela, plus le fait que les ensembles de niveau de Uoo : 
{x/uoo^x) ^ ^oo (xo)} sont convexes pour jxoj assez grand, on montre que 
u1 a au moins un ensemble de niveau convexe et contenant K, pour 7 assez 
grand. On note A = {x/uy(x) ^ a} cet ensemble. 

2 . L a front ière est l ipschitzienne. 

Ce qui précède va nous permettre d'utiliser un "réarrangement étoile" 
(starshaped rearrangement, cf [1]). 

On suppose que A = {(/>,$) G R2

yp ^ ° ^ r e s * u n e onc t ion donnée 
telle que : W , r(#) > £ étant une constante positive et (p,Q) désignant 
les coordonnées polaires de R 2 . 

Soit c fixé. On pose : 

' Dc = {x /uy(x) £ c} , 

J D ( 0 ) t 

On définit alors : 

D*c= U fe^^^W 
0<E[Q,27r[ 

et : 

( û(x) = sup{c 6 [ 0 , a ] / x 6 D c * } , 

/ f si x e A , 

) « • ( * > = - . 
^ I sinon. 

On a alors (cf [1]) | f ì u * j ^ \QU\ et | | V u | J £ 2 ^ | | V u * | j L 2 d'où, en prenant 
u = w 7 : € ^ (7 ) et J ( u * ) ^ J ( u 7 ) . 
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Donc, u7 et sont deux solutions de ( P ) qui coïncident sur K. En 

remarquant que 0 ^ est connexe et que A ( u 7 — u*) = 0 sur 0 W 7 0 

on obtient d'abord : u~ = ul sur Çlu 0 Q w *. 

On en déduit que 1 Î U 7 = (et donc que u1 — sur K 2 ) : en effet, 

sur la frontière de Çlu^ fl Qu*, u1 = w* par continuité, or sur cette frontière 

w 7 = 0 ou ÎI* = 0, d'où uy — u* = 0 et on en déduit que Qu^ 0 Qu* = , 

d'où le résultat. 

Or, par construction, la fonction u* possède certaines propriétés : 

• Ses lignes de niveau sont étoilées par rapport à 0 . 

• Elle est décroissante à l 'extérieur de A sur toute demi-droite issue de 
0 . 

t*7 va donc vérifier les mêmes propriétés. De plus, tout point de A peut 
servir d'origine pour les coordonnées polaires à la place de 0 . 

On en déduit : 
• Les ensembles de niveau de u 7 sont étoiles par rapport à tous les points 

de A. (C'est donc vrai en particulier pour Q W 7 . ) 
• La fonction u 7 est décroissante sur toute demi-droite sortant de A . 

On déduit de la première propriété que d£lUl est lipschitzienne. (En effet, 
comme iïu^ est étoile par rapport à tout point de A, pour tout x appartenant 
à d$lUi , on peut trouver un cône Cx de sommet x contenant A et tel que 
l 'intersection de dQ,Ui avec Cx soit réduite à {x}.) 

3 . C o m p o r t e m e n t de Vuy s u r la front ière . 

Par un principe du maximum appliqué à h(x) = (x — # o ) V u 7 , on montre 
facilement que : 

Wx0 e A, Vx € ( f t „ 7 \ A ) , (x - x0)Vu^(x) < 0 

et donc V u 7 ^ 0 On va à présent étudier le comportement de V w 7 au 
voisinage de dQ,u , et plus précisément : lim V i i 7 ( £ # 0 ) avec x0 € dQ,u . 

On utilise : (du7)
2 — s — XTxuy et (duy)

2 = 0 en dehors de ftU7. 
On pose : h = -Ĵ J et on calcule, pour a > G : 

(duy)
2(x — ah) — (duy)

2(x + ah) , puis on fait tendre a vers 0. 
Comme s est continue, lim (s(x — ah) — s(x + a h)) = 0. 

Of—+0~ 

On s'intéresse donc à la limite de 

Txu.dx-afy-Txu^x + ah)). 

Formellement : 
1 f Azh 

Txu^x - a h ) - Txu^x + <*/>)) = - — j TXu,(x + a z) _ - dz . 

On suppose que d£lUl admet une tangente en x et on note XI ̂  le demi-plan 

contenant 0 et limité par cette tangente. 
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On a alors :xv,Ax + az) — • xn. (x + z) pour p.t. z. 
1 a—+0 

On suppose d'abord que îlx = x + { (^1 ,^2) /^ ^ 0 } . Alors : 

Dans le cas général (qui s'en déduit par rotation), on trouve it{y\ z/2)
2 où 

z? est la normale extérieure à 11^. Donc : lim (du7)
2(x — a h) = -r{y\ — i V2)2• 

Remarque : dÇlUl étant lipschitzienne, elle a une tangente en H1 presque 
tout point. 

On en déduit : lim V u 7 ( x — ah) = fiv, en posant : ¡1 = —y/2\. 
a—+0"" 

4 . A n a l y c i t é de la front ière . 

On pose : fi = ( f i U 7 \ À) \ 5 où 5 est un segment reliant A à dùUi. 

On a : Auy — 0 dans fi, c'est donc la partie imaginaire d'une fonction 

holomorphe : / = v + i uy. 

Comme V u 7 G L ° ° ( I R 2 ) , Vt? est dans L°° ( f i ) ; d'où, comme d'autre part 
5 f i t t est lipschitzienne, v est (localement) lipschitzienne au voisinage de 
dQ,Ui ; on peut donc prolonger v de manière lipschitzienne sur d£lUy. (En 
faisant tendre s vers 0 dans v((l — e)x) — v ( ( l — e)y) où x et y sont deux 
points de dQ,u^ où il y a une tangente, on obtient que v = fxcr sur dflu , o 
étant l'abscisse curviligne sur dÇlU/y.). On considérera donc désormais que / 
et v sont définies sur fi U df i w . 

On considère à présent la ligne de niveau de u1 : £ = {a?/w 7(or) = / } 
paramétrée par son abscisse curviligne <r. 

On pose : V(cr) = v(x(<r)) ; on a : V r'(cr) = ±\Vuy(x(a))\ ; le signe 

dépendant de l'orientation prise sur £ . Donc V est strictement monotone 

sur C. On en déduit que / est bijective de fi U d£lUy sur son image ; on 

note g = Z" 1 . ff ne s'annule pas sur fi (puisque V w 7 7̂  0 ) , donc g est 

holomorphe dans / ( f i ) et : 

On veut montrer que # est lipschitzienne. Pour cela, on va montrer que 
\gf\ est majorée sur / ( f i ) en montrant que | / ' | est minorée. 

Pour cela , on se restreint à fi \ A', où : A' = {x/u^x) ^ a ' } (avec a' < a 

pour avoir A C A ' ) . 
On définit : ip(x) = —x.Vuy = y.Vv, avec y = (—£2 ,£i) . On sait que <p 

est strictement positive dans fi . 
Soit x0 G dùu^, un point en lequel dQUi a une tangente f , prise telle que 

la base ( f , V) soit directe, v étant la normale extérieure à dViUi . 

Comme fitt7 est étoile par rapport à tout point d'une boule B centrée en 
0 , il existe un cône C de sommet xq, d'angle au sommet c*o, tel que B C C 

et Cïï dQu^ = {xQ} et f pointe nécessairement vers le complémentaire de C. 
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On a : lim <p(txo) == yo./iT ^ |xo| sinao-

Or sin <Xq £ sin a où a est donné par : 

R 
t g a - — avec : £ ( 0 , J Î ) C A C O u C B(OyR

f). 
H 

Donc /i yo .r ^ |/i | i2 sin a = £ j . 

Comme y? est strictement positive et continue sur fi, ¿2 = rciin ¥>(#) > 0. 

On pose 5 = min(<$i,¿2). On a : y? ^ 6 sur 5A' et lim ip(tx0) ^ pour 

tout point xo de dQ,Ul où il y a une tangente, i.e. H1 presque partout sur 
d f i t t 7 . 

Soit : 

J fi' ~—* R 

^ [ A; i — * <p(tx). 

La fonction est harmonique sur fi', continue sur fi', on peut donc écrire 

en utilisant la mesure harmonique uXl : (cf [2],[3]) 

Jdiv 

On fait ensuite tendre t vers 1 ; comme ip est continue en xx, ^ ( ^ i ) tend 
vers ¥>(a?i); comme d'autre part : VJ5 C dtt', Hl(E) = 0 ^ u ;* 1 ^) = 0 

(car ÇV est lipschitzien,cf [4]), et que : lim (p(t x) =f F(x) ^ 5 pour 
t—*i -

H1 p.t. x € 5 0 ' , on obtient en utilisant le théorème de convergence dominée 
de Lebesgue et le fait que uXl est une mesure positive : 

/ tpt(x)du>Xl(x) ™ f F(x)dwXl(x) 

f dwXl ^8. 
Jaw 

donc <p(xi) ^ 6 pour tout Ï ! G î î ' . 

On en déduit que | / ' | ^ S' et donc : g' G L°°(Sl'). 

On va étudier g (et g1 ) sur un (peti t) rectangle A =]<*i,c*2[x[0,/9[. 
est bornée sur l'intérieur de A, donc g e^i uniformément lipschitzienne sur 
l'intérieur de A, et comme g est continue sur A, on en déduit que g est 
lipschitzienne sur A. 

On pose : 

{ Gu(v) = #'(t; + i u) pour u > 0, 

GQ(V) = dérivée au sens de X>'(]ai,a2[) de t g(t). 

Comme g est holomorphe sur l'intérieur de A, on a : Gu € C°° ( ]a i , c*2[) 
pour u > 0 . Comme # est uniformément lipschitzienne sur ]c*i,a2[, o n en 

déduit que : G0 G L°°(]Û; 1,Û:2[)-
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Soit x € dQu^, on a : g *(x) = ^cr(x) donc figr{v) = f , où f est la 
tangente à en ^(t*)? d'où : \Gq\ = P-P- • 

On peut montrer que Gu(y) converge vers Go(v) pour presque tout v. 

Idée de la démonstration : on prend z = v + i T un demi-cercle de centre 

2 , r e = T n {u ^ e } et : T e fl {u = e } = {ae + ie;be+is}. 
La formule de Cauchy donne : 

2ztt Jat t + ie-z 2i7r y r c • 

On fait tendre e vers 0, en utilisant : g'(. + isk) ~x Go, pour une 
V L 2 faible 

certaine suite (£*)fc? e ^ o n obtient : 

A présent, on fait tendre u vers 0, la première intégrale est en fait 
Fu(v) = ( $ * T q ^ X v ) où $ ( * ) = -Go(*)X[a0,6o](*)» e t e n utilisant la 
transformée de Fourier, on montre que Fu converge dans L 2 , donc presque 
partout, quitte à extraire une sous-suite. 

En utilisant le fait que les lignes de niveau de u1 sont étoilées par rapport 
à tous les points d'une boule S , on montre que, à condition de prendre A 

assez petit, arg(#') reste dans un intervalle de longueur strictement inférieure 
à 2 7r ; on va donc pouvoir définir une fonction h holomorphe dans A par : 
h(v + iu) = i log(//<7'(i> + iu)). 

Si on pose ho(v) = i log(ji(?o(v)), d'après ce qui précède, on a : 
(*) h{v + i u) converge vers ho(v) qui est réel, quand u tend vers 0. 

On pose : 

{ h(v + iu) si u > 0, 

h(v + iu) si u < 0. 

Soit T 0 un cercle de centre z0 G {u = 0 } et de rayon r 0 ; on le coupe à 
u = ±£. 

On pose : 

r + e = { U > E } U ( { T I = E } n B ( 2 f 0 , R 0 ) ) , 

r _ e - {u < - E } U ( { U = - E } n £ ( * 0 , R 0 ) ) . 

Soit z € B(ZQ, r 0 ) , on a, si и > 0 : 

et : 
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d'où, en faisant tendre s vers 0 et en utilisant (*) : 

Donc h est holomorphe sur B = B(zo^)} et on en déduit que g est 

la restriction d'une fonction holomorphe sur J 3 , et donc , comme dQUi est 

l'image par g de l'axe des réels (i.e. {u == 0 } ) , on en déduit que dQ,Ui est 

analytique. 

Remarque : Une fois que l'on sait que dQ,u^ est analytique, et donc que 

| V u 7 | =constante sur dù^, on en déduit que dQUi est convexe, (cf [5]) 
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